AM2: Tracce delle lezioni- IX Settimana
DERIVATE SUCCESSIVE

Sia feC'(O), OCR"™ aperto. Se f,,  sono aloro volta derivabili,
allora

_%r _ 0 9f
N 0:1510:15] o 03&1 al'j7

sono le derivate seconde.

,7=1,....n

fxixj

Se  fuw, €C(0), Vi,j=1,...,n, [ sidicediclasse C?*(0).

LEMMA DI SCHWARTZ

Pf P
0xi0xj N 83:]01’1

fec*o) = Vi,j=1,...,n

Prova. Sia, per semplicitd, n = 2. Sia D,(x¢,y0) C O, 6 << r, Rs :=
[z — 0,20 + 0] X [yo — &,y + 0]. Si ha:

z9+6 [ yo+4 zo+0
1 9 0f 1 Py of -
452 /. (y /. ayax(xvy) dy) dr = 452 [6[ax(x7y0+5) ax(x7y0 5)] de =

[f(xo+ 6,90+ 0) — f(wo — 6,90+ 0) — f(wo+ 0,y0 — 0) + f(x0 — 0,y0 — 9)] =

1 yo+9 of of 1 Yo+4 (:50-1—6 0 of

=15 [a—y(onré,y)—a—y(xo—a,y)] dy = 15 5 3 3

Yo—0 Yo—
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(z,y) dx) dy

Applicando due volte il teorema della media, otteniamo

zo+6 [ yo+o
o 0 o5 oo
I(zs,ys) € Rs 52 [5 (y/ 3y3x(x’y> dy) de = 8y8x<x5’y5)

0+9 zo+0

P 99 90

El(x(S’ya) € Rs: 4—(52 / (/ %a—g(l',y) dl‘) dy = __‘5(1.57y5)
Yo—3 \ro—0

Mandando § a zero, (x5, ys), (2°,9°) vanno a (z, Yo) e quindi fu, (2o, yo) = fyz(Zo, Yo)-



MATRICE HESSIANA

Sia f € C*(0) ed indichiamo con u = (1, .
n X n delle derivate seconde

62
) = (502
i UL ij=1,...n

¢ detta matrice Hessiana .

..,x,) 1 punti di R". La matrice

Dal Lemma di Schwartz: Hy ¢ matrice simmetrica.
FORMULA DI TAYLOR (al secondo ordine)

Sia f € C*(D,(u)). Allora:

flu+h) = f(u)+ <Vf(u), h> +% < Hs(u)h, h > + o (|]|h]|?)

Prova. Sia u = (z1,...,2,), h=(hy,...,h,). Posto ¢(t):= f(u+th), é

p(0) = f(u), (1) = flu+th), & = ) oL (u+ th)h,
j=
Cl2g0 n d af n n an
—= =5 — L (utth)h; = hih;, =< H th)h, h
dtQ j=1 dt al'j (u+ ) J ]zzzl i=1 83:Z833] J < f(u + ) =

1
Basta quindi sostituire in (1) = ¢(0) + ¢'(0) + [(1—1t)¢"(t)dt per ottenere
0

flu+h) = f(u) + <Vf(u), h> + %<Hf(u)h,h> +

(1—1t) < [Hf(u+th) — H¢(u)] h,h > dt.

Oft—

La stima del resto segue da

Ve>036,>0: [t <0 = |fow(u+th) = fou (W) <e =

n

|30 [Fom, (et th) = frw, ()] hihj | < nel|h]|?

1,j=1



MASSIMI E MINIMI IN PIU VARIABILI
u € R™ é minimo locale libero per f < 30 >0: f(u) < f(v) Vv € Ds(u)
Condizioni necessarie. Se wu € R" é minimo locale libero per f, allora
() JeC(D,(w) = Vi(u) =0
(i) feC*(D.(u)) = < Hp(u)h,h>>0 VheR"
Prova. (i) heR™ |t| <o, = f(u)<flut+th) =
0 =42 flutth),, =<Vf(u),h> = Vfu) =0.

(i) Dalla formula di Taylor: Viw) =0, 0< flu+h)—flu) =

VNw+MWkawﬁwfﬁ>+oun S < Hy(w) e

Una condizioni sufficente. Sia f € C?(D,(u)), e Vf(u)=0:
<Hf(u)h,h > >0 VheR" h#0, =« éminimo locale

Prova. h —< H¢(u)h,h > continua, < H¢(u)h,h >> 0 VheR" h#0, =
dm = minp=1 < He(u) h,h > > 0

Quindi, < Hy(u) h,h > > m|h||* Vh € R".  Allora, usando Taylor e
Vf(u) =0 vediamoche 0<|h|| << 1 =
h

——> + o(1)] > ||h|]* [m +o(1)] >0

fluth)—fu) = ||| [< Hf(“)ﬁ’ 7

Massimi locali liberi Se invece 30 > 0: f(u) > f(v) Yv € Ds(u), wu si dice
massimo locale libero per f. Anche in tal caso, se f € C'(D,(u)) , necessariamente
Vf(u) =0, mentre, se f € C*D,(u)), allora < Hf(u)h, h>< 0 VheR™

Analogamente, la condizione sufficente perché u sia massimo locale libero per
f € C*D,(u)) é che

Viu)=0 e <H¢(u)h,h><0 VYheR" h#0



FUNZIONI IMPLICITE E TEOREMA DEL DINI

Teorema del Dini o della funzione implicita: n=2.
Sia feCY0), O apertoin R?* (zg,y0) € 0. Sia
Rs o (z0,y0) = [xo — 0,20+ 0] X [yo—0,y0+ 0] CO. Allora

fo(@o,mo) #0 = 36,0>0, 3 peC(xog—0bz0+0),(yo— 0,50 +0)) :
fle,y) = flzom),  (2,y) € Rso(xo, y0) & y = »(z)

folzo,yo) #0 = 36,0>0, I peC(xo—0,20+90), (Yo — 0,5 +0)) :
f(@,y) = f(zo,m0), (2,y) € Rso(20,0) & = ¢(y)

Inoltre,

Prova. Sostituendo f con f(z + zo,y + yo) — f(z0,y0), possiamo supporre
zo=yo=0, f(0,0) =0 e f,(0,0) > 0. Scriviamo Rs, = Rs,(0,0). Allora

36, 0, 7>0: fy > r>0 in Rs, e quindi f(0,—0) < 0 < f(0,0)
e quindi 30 <0 Jz| <6 =  flag,—0) < 0 < f(z,0) e quindi
lz] <d = Ty = ¢x) €[00 taleche f(z,po(x)) =0

Verifichiamo ora che ¢ é continua, ed infatti ¢ € C1((=4,0)):

0= flats,0(a+5)) = Flap(@) = | $17(+ ts,tolo+5) + (1~ Hhpla))] de

1

= @t s) = p@)] [ flotts,to(o+s) + (1 - Dple))dt =

O(s)

r

— [ Lo+t tole+5) + (L= Dp@) sdt = oz +5) = p(a)] <

e quindi, dividendo per s e passando al limite sotto segno di integrale,

(i PETZ@) y e oa) = — Ll ole)

s—0 S
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NOMENCLATURA. La funzione ¢, che si trova risolvendo 1‘equazione
f(z,y) = 0 considerando y come dato e x come incognita (o viceversa), si chiama

funzione implicitamente definita dall’equazione f(x,y) = 0.
Da ¢'(z) = —% segue anche che felC®0) = pelC™.

ug € O ¢é punto regolare se V f(ug) #0

ug € O ¢é punto singolare, critico, stazionario se V f(ug) =0

L.:= {(z,y): f(z,y)=c} = fc), c€R éinsieme di livellodi f. Se
Vf(u)#0,VueTl,, c¢ sichiama valore (o livello) regolare di f: un livello
é regolare se non contiene punti singolari (altrimenti é singolare, critico, stazionario).

Dal Teorema del Dini:
insieme di livello T'. = {f =¢} ¢, attorno a un punto regolare wuy, il grafico di
una funzione regolare ¢ (nella variabile x od y) e la retta tangente alla curva di
livello T', in ug ha equazione < V f(ug),u —ug >=0,

-in particolare, V f(ug) ¢é ortogonale (in ug) alla curva di livello {f(u) = f(uo)}

-se ¢ ¢é valore regolare, I'. é curva (cartesiana) regolare , ovvero §é,
attorno ad ogni suo punto, un grafico cartesiano

Teorema del Dini o della funzione implicita: il caso generale

Sia f e CY0), O apertoin R"™ uw=(7y,...,To1) €0, f(u)=0.

Sia  Rsq (W) := Ds(T1,...,Tn) X [Tnt1—0, Tpp1+0] CO.  Se O (@) #0

O0Tn+1

allora I'insieme degli zeri di f, in un Rj, (%) opportuno é grafico cartesiano, ovvero

35,0 >0, 3p € CYDs(T1,...,Tp), [Tni1 — 0, Tpy1 + 0)) :

f(@, . mng1) = 0, (21,...,Tn41) € Rs0(T) A Tnt1 = (T, -, Tn)

Inoltre, ¢ é di classe C!. In particolare,

f@y, .z, 0@, ,2,) =0 = @, =



PRINCIPIO DEI MOLTIPLICATORI DI LAGRANGE

Siano f,g € C'(O), esia T = {
Sia wup €' tale che flug) < f(u) YueT. Se Vg(ug) #0 allora

dxeR: V f(u) = AVg(uo)

Infatti, intorno ad  ug = (w9, yo), il vincolo T' siscrive, in base al Teorema
del Dini ed all’ipotesi su I', come, diciamo, (z,¢(x)) ove ¢ é una funzione C'
intorno ad xy. Ma allora z — f(z,¢(z)) haun minimo in zy e quindi

- d B , B gx(uo)
0 = %f(l’, gp(x»'z:m — fgg(uo) + fy(uo)go (Io) = fa:(uo) - fy(uo) gy(uo)

Posto A := L0 i ha quindi  fu(uo) = Aga(ug) € cioé  Vf(ug) = AVg(ug).

gy (uo)

Funzioni Implicite e Moltiplicatori di Lagrange: esempi
L Siag(e,y) = (22 +¢*)? 2022 —¢?), T=g7(0), dlz,y)=(z—)*+¢’
Determinare m = i¥f d, M :=supd.

r

Siccome I' é compatto e d é continua, m, M sono finiti, e sono infatti il min-
imo/massimo valore di d su I'. Tali valori dovranno essere presi o nel punto
singolare di T', cioé (0,0), oppure in (x,y), soluzione del sistema di Lagrange
Vd = A\Vg, g=0. Siccome Vd=0 <& IEZTZ, y=20 e (@,O) non
appartiene a I', dovra essere A #£ 0 e il sistema si riscrive

w2 +y°) — = Mz — g), y(@+ ") +y =Ny,  (® 495" =202 —?)
Dalla seconda equazione: y = 0 oppure 2 + 3> + 1 = X (e in tal caso A > 1).
Se y=0, da 0=g(z,0) segue z =42
Se y # 0, ponendo 2?2+ y? = XA — 1 nella prima equazione, otteniamo \ =
2v2z, mentre, da g =0 otteniamo A +1=422+2 equindi z =+l e
siccome deve essere A > 1, troviamo le soluzioni z =1 y=+(vV2- 2)%.
Ora, d raggiunge il suo minimo/massimo su I' o in un punto singolare di T

o in una soluzione del sistema di Lagrange, ovvero in uno dei punti

(0’0>’ (:t\/é,O), (%ai(\/__g)% Siccome d(0,0):% e



concludiamo che m = ‘/52’1

é realizzato in (—v/2,0).

,+£(v2—23)2), mentre M =2

ed é realizzato in  ( 3 5

1
2

2 Sia  g(x,y) =4y* — (1 +4y) +22%  f(z,y) =y +a? I'= g 40).

Calcolare m = irl;f f

Siccome 4y® + 22 = #*(1+4y) = y > —1, ¢ y+a* >’ —
— V (z,y) €' equindi  m é finito ed é infatti un minimo.

Notiamo che i punti critici di g, soluzioni di

>

PN

Ge 1= 120° — 42°(1 + 4y) = 0, gy =8y — 4zt =0
sono (0,0), (1,3), (—=1,-1), (ﬁ, é), (—g, %) e che, tra questi, i primi tre sono
punti singolari di I' e si ha

1 1 3
0,0)=0 1,=)=f(-1,=)==
f( Y ) I f( ) 2) f( Y 2) 2
Cerchiamo il punto di minimo tra le soluzionidi Vf = AVg, ¢g=0. Vedremo
tuttavia che che tale sistema non ha soluzione. Intanto, siccome

Vi(e,y) = (2,1)

non si annulla mai  deve essere A # 0, Vg # 0.

Ora, (0,y) ¢ soluzione di f, = A\g,, ma g(0,y) =0 = y =20, e (0,0)
non ¢ soluzione di Vf = AVg perché Vg(0,0) =0.

Sia quindi  x #0 equindi 6z*—22*(1+4y) =A=8y—4z! equindi y=
% che,con ¢g=0, dd 122°—212%4+622+3=0. Posto 2? =t sivede
facilmente che I'equazione 12t —212*+6t2+6t4+3 =0 ha un unico zero, positivo,
in t=1, dacui |z[=1 equindi y=3. Siccome Vg(1,3)=Vg(-1,3)=0,
concludiamo che il sistema Vf=AVg, ¢g=0 non ha soluzioni.

Il punto di minimo deve quindi essere un punto singolare di I'.  Confrontando
i valori di f in tali punti, concludiamo che m = f(0,0) = 0.

Notiamo che a tale risultato si pud pervenire pia facilmente, riconoscendo che

dy? —a*(1+4y) + 225 = 4(y—Z) (y+ & — 2*) e quindi

1‘2 xQ 4
P=TUly, Ti={y=—} Dh={y=-5+7}
e f(z,%) 2, f(x, —% +at) = % + 2* funzioni che hanno appunto un



3 Sia flz,y) = (2% +y»)? — 2(2? — y?)

E fo = 4x(2* + y?) — 4z, [y =4y(2* +y*) + 4y
foe = 4(2% + %) + 822 — 4, fay = 829, foy = 4(x* +y?) + 8y* + 4

Punti stazionari:  (0,0), (£1,0)); det H(+1,0) >0, det H(0,0) < 0;
(£1,0) sono minimi globali: ||u|| — +o00 = f(u) — 400 ; (0,0) é una sella.

Valori critici: —1= f(£1,0) (minimo assoluto) 0= f(0,0).
Curve di livello: T'.:={f =c}.
Se ¢c<—1, T.=0; se c=-1, T'.={(-1,0),(1,0)}.

Se —1<¢ c¢#0 TI.éuna curva regolare, inoltre I'. é un insieme simmet-
rico rispetto agli assi e all’origine (segue dall’invarianza di f rispetto alle riflessioni
(z,y) = (=2, 9), (x,y) = (@ —y), (z,y) = (—z,—y)).

Per tali valoridi ¢, T'.N{z >0,y >0} égrafico della funzione (implicitamente
definita dall’equazione f = ¢)

1
y(x):[ 4x2+1+c—(x2+1)]2
l—vVi+cec<zrz<l4++y1+c se ¢c<0, 0<xz<14++1+c se c>0.

In particolare, se ¢ < 0, é una coppia di ’circoli’ attorno a (—1,0), (1,0)
rispettivamente, mentre per ¢ > 0, I'.  é immagine della circonferenza unitaria
h? +k® =1, attraverso la 'parametrizazione’

z=r(h,k)h, y=rhk)k, h+k*=1, r?(hk)=h*—k*+/(h2—k?)2+c

ottenuta chiedendo che (r?h? + r2k?)? — 2r2(h? + k%) = ¢ e risolvendo questa
equazione, per h, k fissati, nell’incognita r > 0.

Notiamo anche qui il drastico cambio nella natura dei sottolivelli { f < ¢} quando
c attraversa il valore critico ¢ = 0:  da due ’dischi’ disgiunti (insieme disconnesso)
ad un solo "disco’.

La curva To: (22+9*?—-2(z*—-9%) = 0 (Lemniscata di Bernoulli)

E una curva regolare in ogni suo punto diverso da (0, 0), simmetrica rispetto agli
assi e all’origine e compatta, e infatti

V2

Poﬂ{xzo,yZO}c{(x—7)2+y2§



(disco di centro (?,O) e raggio g) giacché (v — §)2 +y? > 1 =
2?2+’ >V2r = f(r,y)>2y*>0.
Fon{z >0,y >0} éil grafico di y(x):\/\/4x2+ —(z241), 0<x<2

che ha derivata y' = —J;—z(a:,y(x)). Si vede facilmente che y’ si annulla in
Yy
xr = § punto in cui y(x) raggiunge il suo massimo.
. . L 2,20\
Notiamo infine che y(z) —, .0 0 e quindi y'(z) = —% —z—0 1.

Dunque, Ty ha in (0,0), due rette tangenti, di equazione complessiva z? — y* = 0.

4 Siano g(v,y) =2 +y’-3zy, I'={(z,y): g(z,y)=0, >0, y>0}.
Sia  f(x,y) = (z —1)* + (y — 1)%

Calcolare m = irF1f f, M :=supf.
r
Siccome z* +y* = (z +y) (#* — 2y +y?), siha che

2’ +y* 3 z® +
5 —§(x2+y2) =

y>3—x = gx,y) > (z+y) (x+y—3) > 0 e quindi

Frc{(z,y): >0, y>0, y<1l—2x} equindi M < +oo. Notiamo che
Vg=0 & 2=y, y*=2x equindi (0,0) é l'unico punto singolare di T.

Siccome (1,1) é 'unico punto critico di f e (1,1) non appartiene a I', il
sistema di Lagrange associato al problema si pué scrivere

Vy(e,y) = AVf(z,y), (r,y) el OVVero

322 — 3y = 2\(z — 1), 3y —3x =2\y—1) 2°+¢y*=3zy, 1>0,y>0

che comporta “= = %=t (perché (1,1) non é soluzione).
Da tali equazioni deduciamo xylr —y)=x—y.
Se =y, da g =0 otteniamo r=y= %

Se x#y allora zy=1 equindi 2°+ % =3 che dd le soluzioni

<(3+¢5 3—%@)7 <(3—¢5% 3+\/5%>

W=

)% (

2 2 ) 2

In tali punti f prende il valore ¢=[1 — (%)%]2 +[1— (3+2‘/5)%]2,

Siccome f(2,3) =1, concludiamo che

m:min{%,c}, M =2= f(0,0)



APPENDICE A1: Il Principio dei Moltiplicatori di Lagrange in R"

Siano f,g € C'(0), O aperto in R™. Sia u € O tale che
Ir>0: fo—ull<r, glv) =g(u) = flv)=[f(u)
Allora, Vg(u) #0 = 3IX: Vf(u) =AVg(u)
Possiamo (ovvie sostituzioni) supporre che w =0, ¢(0) = f(0) =0, [|[Vg(0)| = 1.
Cominciamo col provare che 30 >0,e>0: <k, Vg(0)>=0, |k|<d =

At =t(k) € [—€,¢] tale che g(t(k)Vg(0)+k)=0 e t(k)=o(||k])

Intanto, da IVg(0)|| =1 e dalla continuita di Vg(v), segue che

36 >0: <Vg(v),Vg(0)> > 1 se lv]] <9 e quindi

d
9(tV9(0) + k) =< Vg(tVg(0) + k,Vg(0) > > o se 2+ [k < 6

N —

e quindi t — g(tVg(0) + k)  ¢é strettamente crescente in te [—?5, ?5] se

k|| < gé. In particolare de>0: g(—eVyg(0)) < 0 < ¢(eVg(0))
e quindi , per continuita, prendendo eventualmente un 6 piu piccolo,

g(—eVg(0) + k) <0< g(eVg(0)+ k) se ||k]| <6

che, insieme alla stretta monotonia, comporta che ¢t — ¢(tVg(0) + k) ha, se
k|| < ?(5 esattamente uno zero in [e, €], che chiameremo ¢(k).  Poi,
<Vyg(0),k>=0, [k <d = 0=g(t(k)Vg(0)+ k) =< Vg(0),t(k)Vg(0)+ k >
+o (|t(k) + ||k||) = t(k) +o(|t(k) + ||k||) cioé, fissato p >0, do,: |kl <0, =
t(k)| < p(lt(k) + 1K) = [¢(k)] < 2p]k]].

Infine, dall'ipotesi su f segue che, < Vg(0),k>=0, [[k|=1, 0<7<¢ =

o< LHTRIVeO0) +7k) _ vV£(0), @Vg(()) +k>+0(l) >r0< Vf(0),k >

- T

equindi <Vg(0),k>=0 = 0<<Vf(0),£k> = <Vf(0),k>=0 =
Vf(0) =< V[f(0),Vg(0) > Vg(0)

Infatti,se ||h||=1 e wu é un vettore taleche < h,k>=0 = <u,k>=0,
allora <hu—<uh>h>=0 = <u,u—<uh>h>=0 =
<u—<u,h>hu—<uh>h>=0 = u—<u,h>h=0.
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APPENDICE A2: Forme quadratiche

La natura di un punto stazionario v = (z1,...,x,) di f dipende dalle proprieta
di segno della forma quadratica associata alla matrice Hessiana
n aZf
< Hi(u) h, h > =

f( ) Z 3%8%

ij=1

(u)hth: h:(hl,,hn)

Ora, Hy(u) simmetrica = Hy(u) ha autovalorireali, diciamo A\; < ... <
An. Le proprieta di segno della forma quadratica associata sono legate al segno
degli autovalori. Diamo qui una dimostrazione analitica di questo fatto.

Sia A:(aij)ijzl

»=A ! matrice n xn simmetrica. La forma quadratica associata

.....

1,J=

<Ahh>= 3 ayhh;, h=(h,....h)€R" si dice
1
definita positiva (negativa) se <A h, h>> 0(<0), Vh#(0,0)

semidefinita positiva (negativa) se <A h, h>> 0(<0), VheR"

Proposizione Sia A = (a;;) matrice simmetrica n xn, A <...<)\,
i suoi autovalori.  Allora
A= inf <Ahh> A= sup <A h,h >
lhll=1 hll=1

Prova. Sia m := < Ah,h > =minj,=; <A h,h>. Siccome
V<Ahh>=2Ah e V|h|?*=2h

per il Principio dei moltiplicatori di Lagrange esiste A tale che Ah =M
con, m=<Ahh>=\|h|*=A\

Dunque Ah = mh, cioé m é un autovalore di A, necessariamente il pii
piccolo, giacché A h = Ah, ||h|]|=1 = A =< Ahh>> m.

Corollario
(i) A é definita positiva (negativa ) < A >0 (A, <0)

(iii) A ¢é semidefinita positiva (negativa ) < A =0 (A, =0)
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