AMZ2: Tracce delle lezioni- VII Settimana

CONTINUITA : ESEMPI E COMPLEMENTI

1. Esercizio Dati «a, g > 0, sia

_ =yl

2, .9 _
f(%y)—m se  x 4y #0, f(0,00=0

Provare che  f  é continua in (0,0) S a+ [ > 2

Deriviamo dapprima la diseguaglianza:

1
(+) a >0 a+p=2 = [P < max{a, b} (2" +y7)
ponendo p = 2, ¢ = %, a = |z|* b= |y’ nella (ben nota?) dis-
eguaglianza di Holder
1 1 P b?
€ pg>1, -+-=1 = a<Z +2  vab>0
p q p q

Se a+B3-2<0, f(tr,ty) = t*P2f(x,y) non va a zero al tendere di ¢
a zero (se r2 + y* # 0) e quindi f non é continua in (0, 0).

Sia dunque a + 3 — 2 > 0.

Se a>2 é f(z,y) <|z|*?|yl® —.24y2-00. Analogamente se 3 > 2.

Resta da considerare il caso a, < 2 . Intal caso,se §:= O‘T*ﬁ -1,
da a4+ (8 > 2 segue 6 > 0 mentre « < 2 = § < [ e, analogamente § < a.
Dunque, siccome «a + 3 — 20 = 2, dalla diseguaglianza (%) segue

5
>0 yP=0 s 5116 2?4 y°
) = EEI oo ey < (e ) < | 5] o0

2. Prova della diseguaglianza di Holder (xx)

Per ogni  y >0 la funzione T — Yy — ’3—:, x>0 é superiormente
limitata e raggiunge il suo massimo in  z(y) tale che y — 2P~ = 0 ovvero
1 1 % 1

z(y) = y»1 e tale massimo vale yyr1 — % = %y% = %. Dunque

» 1

T q

- = <L vey>0
q



3. Esercizio Dati «, § > 0, sia

g(z,y) = el WI” 2 +y* #0, g(0,0) =0
xt + y?
Provare che ¢  é continua in (0,0) S a+ 20 >4

Se a+28 <4, gtx, t?y) = t*7P~4g(x,y)  mnon va a zero al tendere di ¢
a zero (se r? + y* # 0) e quindi g non é continua in (0, 0).
Sia dunque a+ 23 > 4.
3 |yl° . .
S floy) = EEM ¢ gloy) = faly) e 0 perchd
S + B > 2 (vedilesercizio 1) e quindi g ¢ continua.

4. Esercizio Sia 0 <peCP((—1,1), ¢0) =1 e flz,y) =

Plortsss) se 2 +y> =20 #0.  Siha:

(1) 1}1_)1510 fu) = fluo) ¥V ug:= (z0,y0) con 22 +y2 — 229 # 0
(i)  lm f(u) = 0V ug:= (z0,y0) con aF +yg — 2z9 = 0,u0 # 0, ug # (2,0)
uU—uUQ

(ii)  lim f(u) non esiste, se uy é (0,0) oppure ug = (2,0).

uU—uQ

(i): (w"’y”) —n ('IO’ yo) = :B%if/gy—n%n —n x%fgycggxo'

(ii):  |2® +y* —2z] < |zoo| € [2xy| > |zoyo] se [(z —x0)* + (y —yo)?| << 1le

quindi %\ > 1 e quindi f(z,y) =0 in un piccolo disco attorno a u.

| 24y

(iii)  f(z,0) = ¢(0) =1 sex # 0,z # 2 . Ma, siccome z? + y*> = r?
interseca, se r < 2, {(z,y) : 2% + y*> — 2z = 0} (circonferenza di raggio 1 centrata
n (1,0)) f vale 0 nei punti di 22 + y? = r?, vicini a tale intersezione: f prende i
valori 1 e 0 in punti arbitrariamente vicini a (0,0) e quindi non ha limite in (0, 0).
Analogamente in (2,0).

| arctan Z|

5. Esercizio Sia ¢ € C{°(R), sup,egrlel > 0, f(z,y) = go(\/ﬁ)
x4y
se ©#0, f(0,y)=0(3;) se y#0, f(0,0)=0. Siha:

lim f(u) = f(up) se wup# 0 mentre lim f(u) nonesiste. Infatti  f(z,mx) =
u—uQ u—

| arctan m| . .
gp(mm) — 0 al tendere di = a zero, mentre, per r piccolo

) = sup |f(z,y) = sup @(}) =

22 y2=r? te(-5.3)

r = rcost,y = rsint, t € (—

ol
ol

Y

supg |¢| > 0.



6. Separata continuitd. Sia A C R? f e C(A). Siano

Ar={y: (ry) €AJCR, AV:={r: (z,y)€ A} Allora
fo i A = R, fuly) = f(2,9), freAY =R, fUx) = fz,y)
sono continue per ogni y (rispettivamente, per ogni z). Una funzione f avente

tale proprieta si dice separatamente continua in x ed y.

E in generale falso che una funzione, continua separatamente in x, y, risulti
continua 'nel complesso delle variabili’. Ad esempio, se p € Co(R), ¢(1) = 1e
flz,y) = go(%)i se y#0, f(z,0)=0 Vz, f ¢é continua in ogni punto diverso
da (0,0) e separatamente continua in z e y anche in (0,0), ma non é continua in

0,0): f(z,z%) = % —_0 +00. In particolare,  sup f = 400 cosa che non
x24y2<r
pué accadere se f é continua (od anche solo se ha un limite finito) in zero.

7. Oy, a€e A aperti = U, O é aperto,
F,, ac A chiusi = N, Fa é chiuso. Infatti
uwelJO, = Fa:ueOy = 3 D, (u) C O, C|JOa, (NF) =UF,
8. A= Ng. acr F chiuso £ 1l pit piccolo chiuso contenente A, si chiama
chiusura di A. Chiaramente, F é chiuso & F = F.
9. ued & FJu,<cA:u, — u. Infatti, u € A = D.(u)NA#0D

Vr > 0, altrimenti 3r > 0: A C D! e quindi u € A C D/, contraddizione. Da
Di(u)N A0 Vn, segue che esiste u, € A: u, — u. Il viceversa é ovvio.

10. int A:={ue A: ID.(u) C A}, dA:=A\ int A. Provare che
0A={u: D,(u)yNA#D#D,(u)yn A" Vr >0}

Siau € 0A. Vr > 0,D, N A" # () perché uw non é interno e D, N A # () perché
u € A. Viceversa, D,NA" # (¥r > 0 = wnon éinterno e D,NA # OVr >0 = u € A.

11.  Siano O aperto, z,y € C([0,1]) tali che (2(0), y(0)) € O, (x(1),y(1)) € 0.
Provare che It € [0,1]: (z(t),y(t)) € 0.

f(z,y) = 11in O, f(x,y) = 0 in O" é continua in O U O e quindi, se fosse
y(t) == (x(t),y(t)) € O U0 Vte [0, 1], sarebbe [0, 1] C (f o v)([0,1]).



TEOREMA DI WEIERSTRASS Sia f € C(K), K C R"™ compatto.

Allora, 3 u, weK: —0 < i%ff = f(w), f(@ =supf < +o0
K

Prova. Sia  u, € K : f(u,) —, supg f.  Possiamo supporre, passando eventual-
mente ad una sottosuccessione, che  wu, —u per un u € K. Da f(u,) — f(u)
segue che  supg f = f(u) < +oc.

Variante di Weierstrass Sia /' C R" chiuso. Sia f € C(F) tale che

(i) (coecivitd) wu, € C,||u,| —n +00 = f(u,) —, +0

(ii) (semicontinuita inferiore) wu, € C,u, —»u = liminf, f(u,) > f(u).
Allora 3 weC: f(g):i%ff.

Infatti, se u,, € C, f(u,) —, iréf f, allora u,, é limitata in virta della coercivitd, e

quindi si pu6 supporre, passando eventualmente ad una sottosuccessione, che u,, con-
verga a qualche u € C' (perché C ¢ chiuso). Da (ii) segue irclf f=1lim, f(u,) > f(u).

UNIFORME CONTINUITA f é uniformemente continua in A  sse
Ve>0,30>0: (u,ve K, |[lu—v|]|<d = |fu)—f(v)]<e)
(TEOREMA DI HEINE-CANTOR) f €(C(K), KCR" compatto

= f é uniformemente continua in K.

Prova.  Seno, 3y >0, tn, vy € K, [Jup —vn|| < = | f(un) — f(va)| > €0 -
Passando eventualmente a sottosuccessioni, possiamo supporre che u,, — u, v, — v
per certi u,v € K. Per continuité: |lf(u) — f(v)] = €. Ma |ju—ov|] <

[l — wnl|| + ||un — vnl| + ||vn —v|| VR = u=wv, contraddizione.

CONNESSIONE A C R? ¢ connesso per archi se Vu,v € A, esiste un
cammino continuo ~(t) = (z(¢),y(t)), z,y € C([0,1]) :

V(t) € A vt e [0,1], 7(0) = (2(0),y(0)) = u, (1) = (x(1),y(1)) =v

Teorema del valore intermedio.  Sia A C R?  connesso per archi. Allora

feC(A) = f(A) éun intervallo.

Prova. Sia a = f(u), b = f(v), uw,v € A. Siano x,y € C([0,1]) :
V(1) = (x(t),y(t)) € A Vi € [0,1], 7(0) = u, (1) = v. Siccome ¢ — f(y(t))
é continua in [0,1] si ha  [a,b] C fo~([0,1]) (teorema del valore intermedio per

funzioni di una variabile!).



