AM2: Tracce delle lezioni-1V settimana
SVILUPPI IN SERIE DI TAYLOR
FORMULA DI TAYLOR  Sia f € C®((zg — 6,20 + 6)). Allora

f(@) = flzo) + f'(wo)(x — o) + ... + 5[ (o) (& — o)+

1

o= )™ /01(1 — 4D (4 (1 t)ao)dt

Infatti, sia |z — x| <de @(t):= f(tx+ (1 —t)zg), t€[0,1] . E

p(1) = f(2),  @(0) = f(zo), ¢"M(0) =[P (ta+ (1 - t)ao)(x — 20)".

La formula di Taylor per ¢

p(1) = p(0) +9(0) + 30" 4.+ E) 4 2

da la formula voluta per f.

NOTA.

(i) Rn(w, xo) := =2 e J3 (@ =t)" f D (¢ + (1 — ) )dt , resto nella formula
di Taylor per f, di ordme n e di punto iniziale xy , é infinitesimo di ordine n + 1.
Effettuando il cambio di variabile ¢t = ;:—"’;g si ha anche

(x, 1) /f (n+1)( —7)"dr

(i) Rz, mo) =& n"fﬁlnﬂ fOFY (T2 4 (1 — T)xo) per un £ € [0,1].

E questa la rappresentazione del resto nella forma di Lagrange, e segue dalla
rappresentazione del resto in forma integrale e dal teorema della media.

SERIE DI TAYLOR  Sia f € C*((z — 6, 29 + 0)).

io: f0zo) (x —20)", € (x0— 09,70 +9)

|
n—0 n.

si chiama serie di Taylor di f di punto iniziale xg



SVILUPPABILITA IN SERIE DI TAYLOR f sidice sviluppabile
in serie di Taylor attorno ad x se

Ir>0: xo)(x—xo)”, Vo € (xg —r,xo+ 1)

n=0

+00
UN ESEMPIO:  f(z) == ¥ anz" , |z| <r =limsup, |a,| = Infatti
n=0

fec=(-rr) e f™0) =nla, ovvero f(r):= Z—:o %x”,

Si hanno ad esempio i seguenti sviluppi in serie di Taylor

lz| < r.

(validi per |z| < 1):

1 > 1 > 1 >
— n — —1)g" — —1)" 2n
-z nz:%x 1+ nz:%( )’z 1+ 22 n;( )z
k! A T Z i (n+k)!
(1—z)1  dak 1 —2 dwk = = n!
log(l4+x) = — = / 1)t dt = n+1
sl+a) = g = Jy R0l = 2 T
r  dt z © (—1)”
Y A 2 /0 (2 (=1)"¢"] 251"
Proposizione f e C>®((xg — 0,9 + 9)) é sviluppabile in serie di Taylor

attorno ad zg sse Ir > 0: R, (2,20) —n—to0o 0 YT € [Tg — 7,20 + 7).

Infatti f(z) — z [000) (3 — o) = Ry (x, o).

In particolare, se per ogni r > 0 risulta max, <, |f™(z)] < M, Vn, allora

2| <r = [Ra(z)] < S Jo(1— )" suppy <, [fOD(2)| dt <m0 =

Y

f(”
Z :U” Vre R

Si ottengono subito, ad esempio, i seguenti sviluppi in serie

. [e) xn ) [e'e] . . x2n+1 [e%e) ) xQn
= — s = — cosr = -1)"—
¢ nzz:o n! e nz::o( ) 2n + 1! v ;::0( ) 2n!

VY



1 0 ZL‘ 0 I.n [e%¢} I2n+1 [e%¢} :L,Qn
inhz = -[Y = — S (-1 = ho = Y o
S 2 z:: n! nz::() ) n! ) nz:% 2n + 1! coshe = 2n!

SERIE BINOMIALE  (1+2)* = 1 + > @l@=balemntl) pn vy e (11 q)
n=1

n!

Infatti, L (1+2)* = ala—1)...(a=n+1)(1+2)*" e s a, =
oletafomntll g a1 Poi, 1—t < l1+ix Vee(—1,1), te[0,1]
1
la(a—1)...(a —n)] 1 1—t
= |R, ”*/—1t‘“dt
Rula)| < . ol [T+ 1)

1
) || /(1 +tx)* Mdt — 0 Vre(—1,1)

0

la(a—1)...(a—n

Ad esempio, per z € (—1,1), si ha
1 1)" 2n — 11! om— 11

+o0
1+Z " =14+ > (-1)" S
n=1 o

1+2x n!

+00 I
2n — 11 . 1 n2n — 1 .

1
— =1 + - —_ =1 + — -
1 — 22 nz::l 2n!! 1+ 22 T;( ) 2n!!
xT

2n — 11! 2n+1

_/ dt B "‘Z
T vice T T Ao+ )t

sin~!

p 2n — 1!
sinh '« / =z + —) gt
J 1+t2 ,;( ) 2nll(2n + 1)

: 2n—11 . 2n+411l __ 2n+42
Comportamento agli estremi. Siccome TR T 1 > L la
serie di Taylor di \/1147,; converge, per il criterio di Leibnitz, anche in x = 1 e la con-
vergenza é uniforme in tutto [0, 1]. In particolare, —" 2”—!1“ = %
Poi, siccome 21 = O(ﬁ), le serie di Taylor di sin™' e di sinh™' 2 con-

vergono assolutamente in 1 e —1 e la convergenza é uniforme in tutto [—1,1]. In
particolare,

2n — 11
2n”(2n +1)

=X on—1N

— =sinh™' 1 = log(1+v2
+n§::1 2nll(2n + 1) - oz(1+v2)

—sin!1= g 1+Z



FUNZIONI ANALITICHE

Una funzione f si dice  analitica  in un intervallo aperto I se é 'localmente’
somma di una serie di potenze:

Veg €1, 3 a,, v > 0 (dipendenti da xz¢) tali che  f(z) = ioj an(x —x0)"
n=0
in (zg — r,xo + 7).
NOTA. Una funzione analitica in I essendo localmente somma di serie di poten-
ze, ¢ C(I) e f(x4) = nla, ovvero Z ay(x — o)™ é la serie di Taylor di f attorno

a xo. Tuttavia non tutte le funzioni COO( ) sono analitiche in I:

f(z) = e se # 0, f(0) =0 é C™, con derivate di ogni ordine uguali a zero
in x = 0: dunque f non é somma della sua serie di Taylor.

Proposizione  Sia f € C*((a,b)). Se

Mn)!

/’nTL

IM, r>0: sup|f®(z)] <
(a,b)

VneN

allora f é analitica in (a,b). Pit precisamente, V z( € (a,b), si ha

(a
if )x—wo)”, Va € (zo — 1,20 + 1) N (a,b)

Dimostrazione. Si tratta di mostrare che R, (x,z9) — 0 al tendere di n all’in-
finito, per ogni x € x € (xg — r,zo +7) N [a,b]. E infatti

x — x|

_ n+l .1
|Ru(, o) < BL—EEL—-/"(1—twam+ﬂam4-u,-wxondtg ! )0
0

n! T

La somma di una serie di potenze é una funzione analitica.

o0
Sia f(x) = Y a, 2™ somma di una serie di potenze avente raggio di

. _ . 1
convergenza r, e siano 0 < r < 7 < r . Da limsup, |ag|* < +  segue che

Vk>k VjeN




Usando ora la formula ioj Uthl i = K vz e (—=1,1), otteniamo

=0 J! (1—z)k+1
k! T k! _
(k) _

Dalla Proposizione precedente segue che f é sviluppabile in serie di Taylor (di raggio
di convergenza almeno T — r) attorno ad ogni punto dell'intervallo [—r, r].

Principio di identitd  Siano f, ¢ analitiche in (a,b). Allora
Jag € (a,b) 1 f™W(xg) = g™ (20) VR EN = f =g in(a,b)
Dall’analiticita: 36 > 0: f(z) = g(x) Vo € (xo— 6,20 +0) e quindi
bV :=sup{z <b: f(t) = g(t) Vte[ro,z]} > 2o+ >x0

Ora, z <V = f=gin [r9,2] = f™(2) = ¢™(2) in [20,V), Vn.
Se fosse b’ < b, sarebbe , per continuita, f™(b') = g™ (V) Vn e quindi f =g
in un intorno di ¥, contraddicendo la natura di sup di '.

Zeri di funzioni analitiche = Una funzione analitica in (a, b) e non identica-
mente nulla, ha, in (a,b), solo zeri isolati.

Se  x, —, x € (a,b), f(z,) = 0 ¢é f(r) = 0 ed inoltre, per
il teorema di Rolle, Jz! tra x, ex  tale che  f'(z]) = e quindi
f'(x) = lim, f’(z},) = 0 Iterando 'argomento, si trovano, per ogni k’ eN, z®
zeri di f(®) che convergono a z e quindi f®(2) = 0 Vk e quindi f =0.

ESERCIZI.
1. Serie di Taylor di ~ sin?z. Da sin’z = 1_%5(%), segue
1 [e'e] (21‘)2“ [e'e] 22n 1 2n o) 22k+1

<2 — 1_ _1 n — _1 n+l< k 2k+2
1 nz:%( ! ;( ) kz:% 2k + 20"

2. Serie di Taylor di ~ E(z) = [Fe ¥ dt.

r o0 t2n 00 T th 00 t2n+1
E :/ —1)"—]dt = —1”/—dt: -
(z) 0 [nzz:o( ) n! ) nzz:(]( ) 0 [n! ] ;Z:O( ) n!(2n + 1)



