UNIVERSITA DEGLI STUDI ROMA TRE
Corso di Laurea in Matematica
GEOMETRIA 3

Prima prova di esonero - a.a. 2004-2005

1. (a) Si definiscano gli assiomi di numerabilita e la nozione di separabilita di uno spazio
topologico;

(b) Si enunci il risultato principale che relaziona gli assiomi di numerabilita, la separabilita
e gli spazi metrizzabili;

(c) si dimostri tale risultato.

2. Siano ay,as, by, by € R tali che a3 < by e ay < by. Definiamo gli insiemi

Ry asby by = (a1,b1] X (ag,by) = {x = (21,29) € R? : a; <1 < by oag <z < by}

B={Ra4, as,b1,b, : G1,a2,b1,00 € R,ay < by,as < by}
(a) Si dimostri che esiste un’unica topologia 75 su R? che ha B come base.
(b) Si dimostri che lo spazio topologico (R?, T) soddisfa il primo assioma di numerabilita.
(¢) Lo spazio topologico (R*, 7) & separabile?
3. Sia 7 una topologia su R e si considerino gli spazi topologici (R,7) e (R, j4), cioe la
retta reale con la topologia degli intervalli chiusi a sinistra e aperti a destra e sia (RZ, Tprod)
lo spazio topologico prodotto.
(a) Sia 7 la topologia degli intervalli aperti a sinistra e chiusi a destra e P = (0,1) € R?.
Si determinino Int({P}), Est({P}), {P}.
(a) Sia 7 la topologia delle semirette illimitate a sinistra e P = (0,1) € R®. Si determinino
Iut({PY), Bst((P)), TPT.
(¢) Esiste una topologia 7 su R tale che P = (0,1) € R? & aperto in (R?, Tpr0a)?
4. Siano (X,7) uno spazio topologico e (N, 7 ,7i,) l'insieme dei numeri naturali con la
topologia cofinita e sia f : X — N un’applicazione.

(a) Si determini, per ogni n > 1, una proprieta P, tale che

f e continua se e solo se f soddisfa P,.
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(b) Si dimostri che, qualunque sia X con almeno due elementi, esiste una topologia non
banale 7 su X tale che le uniche applicazioni continue f : X — N sono le costanti.

5. Siano (X, d) uno spazio metrico e sia Y C X un sottoinsime infinito e tale che ¥ ha un
numero finito di punti di accumulazione, cioe D(Y) = {x1,..., 2, }.

(a) Si determini sotto quale condizione su x1,...,, si ha che Y & chiuso e aperto.

(b) Sia {A;};e;r una famiglia di aperti di (X,d) tali che ¥ C A;. E sempre possi-
bile trovare un numero finito di tali aperti, diciamo A4, ,... ,Aliij, tali che ancora vale
I'inclusione

Y CA; U...UA 7
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