AM2: Tracce delle lezioni- IX Settimana

DERIVATE PARZIALI Sia f definita in 4, D,(uo) C A, uy = (z0,0).

Se x — f(x,yp) € derivabile in xy, diremo che f é (parzialmente) derivabile
rispetto alla x in ug e scriveremo
of . f(z,90) — f(0,Y0) d
2(ug) := =—(xo, . =  lim = —f(z, .
faluo) := (0, 30) Am pr— T (2 40)lesy
0, : z0,y)—f(zo, . .

fy(u(J) = 87;;(1‘07 yU) = %f(x(h y)|y:yo = ylLHle W (Se 681Ste7 ﬁnltO).
Sia O aperto: f € CYO) se f, := %, fy = % esistono e sono continue in O.

ESEMPI 1. (i) f(a:,y2) = az" + o " ly+ o+ ey 4 a, Yy,
flx,y) = eV, f(z,y) = sinxy  sono di classe C'(R?)

(i)  flx,y) = g, Se 22+ y? #0, £(0,0) =0 édiclasse C'(R?\ (0,0)):

) 3y 0 3 — xy? 0 0
or (a2 +y?)? oy (22 + y?)? ox y
Ricordiamo che f non é continua in zero. Dunque, una funzione

f puo avere derivate parziali in un aperto O senza essere continua in O.

A futura memoria:  9£(0,y) = % Yy #0 = 9L non é continua in (0,0).

(iil)  f(z,y) = -2% se a2 +y2#£0, f£(0,0) =0 ¢ diclasse C}(R2\ (0,0)):

x2 +y2 )

of  2xy’ of  at—a*y? of _of _
8? - (x2+y2)27 ay - ($2+y2)27 81(070) - ay (070) _0

Ricordiamo che f é continua anche in zero. Di nuovo, a futura memoria,

’%(t,t)] =spert#0 = % non é continua in (0, 0).

DERIVATE DIREZIONALI Sia  f definita in A, D,(ug) C A, ug =
(xo,y0). Se t — f(up + th) é derivabile a destra in t = 0,  diremo che f é
derivabile nella direzione h in ug e scriveremo

of
oh

(UO) = C;if(uo + th)|t:0+ -— lim f(UO + th) — f(uo)

t—0t t



ESEMPI 2. (k) f come in (i)): f(0,0) =0, f(tz,ty) = %7 = 5£(0,0)
non esiste per h € R?, diverso da (x,0), (0,y).

x - x, 4
(k) f(z,y) = wm (0,00 =0 B 88 — oty 0 =
9/(0,0) = 0 Vh € R%. Siccome f(z,2?) =1, vediamo che
3 %(uo) Vh € R*> non implica [ continua in u,.
(kkk) Se f(u) = [ju|| : f(tu) = tf(u) ¥t > 0 = 2L(0,0) = f(h) Vh € R
Notiamo che %(0, 0), 2—5(0,0) non esistono  (f(z,0) = |z| !):
) ) )
3w & 6(1{0) (u) = _a(—{,o)(“)

(kkkk) f come in (iii): f(tz,ty) =t-5% = 5£(0,0) = f(h) Vh € R2.
PRODOTTO SCALARE  Se u; = (x1,y1), us = (22, y2),

<Up,uUp >:= x1x9 + Y12 € il prodotto scalare tra u; ed us.  Proprieta
positivitd 0 << u,u >= ||[u||?, Vu € R?

simmetria < u,v >=<uv,u > Yu,v € R?

bilinearita <au+bv,h>= a <u,h> +b <v,h > Va,beR
ortogonalitd < u,v>=0 <& lerette Ru, Rv sono tra loro ortogonali

Diseguaglianza di Cauchy-Schwartz | <wu,v > | < ||u|| ||v|]| Yu,v € R?

Infatti 0< <u+tv,ut+tv>= ||[ul|> + 2t <u,v> +|p||*> Vt =
<u,v>* —|lul]|Jv]| < 0.

FUNZIONI LINEARI [:R? —- R ¢ lineare se
l(au+bv) = al(u) + bl(v) Va,b€R, u,veR?

Se heR? I(u):=<wu,h > élineare. Viceversa, se [ & lineare:

u=(z,y) = l(u) =1lz,y) = zl(1,0)+yl(0,1) =< u,h >, h:=(l(1,0),1(0,1))



DIFFERENZIABILITA, DIFFERENZIALE, GRADIENTE

Sia  f definita in A, D,(ug) C A, ug = (xg,y0). Se esiste [ lineare tale che
fluo+h) — [f(uo) + U(R)] = o(|[R][) per [|A][—0

f si dice differenziabile in ug e df (ug) :=1 ¢ il differenziale di f in wp.

Il vettore v tale che df(ug) (h) =< v,h > Vh € R* si chiama gradiente di
finug esidenota Vf(up): df(ug) (h) =< Vf(up),h> VheR?

Proposizione 1 Sia f differenziabile in u. Allora

(i) f écontinuainwu, (i) Vh € R% 3% (u) e 8 (u) =< Vf(u),h>

In particolare, f,, f, esistonoin u e Vi(u) = (gi( ), ﬂ(u)).

Infatti  [f(u+h) = fu)] <[ <VF(u),h>+o([[AlD)] < ([IVF(u) +o(D)]A]l,

e quindi f é continua in w.  Poi, Ve >0, 35.: ||hl|=1, |t| <45 =

|f(u+tf1)—f(U) — <Vf(u),h>| = |f(U+th)—f(U)t—<Vf(U)7th>| — olitrl) « o

| —
Proposizione 2 f € CY(D,((z,y))) = f & differenziabile in (z,y).

ox

Prova. f,, f, continue = Ve > 030, > 0: a—f(w)—%(vﬂ—l—\g—’yc(w)—%(v)\ <e
V w,v € Dy(u) e [f(z+s,y+1) = f(z,y) - [5L(z,y)s + Gz, y)t]| =

[z + s,y +1) = fle,y + 1) — Gz, y)s + fle,y + 1) — fla,y) — G, <
| y{ [8f(7 y+t)— 5L (2, y)]dr|+] f [ L, m) =G (2, y))dr| < e(|s|+]t]) se s*+1% < 62,

Significato geometrico del differenziale

La funzione z(u) := f(uo)+ < Vf(ug),(u — up) >, che approssima f(u),
vicino ad g, a meno di un o(||u — ugl|), ha per grafico (in R?) il piano passante
per  (ug, f(ug)) e parallelo al piano passante per l'origine di R? ed ortogonale al

vettore (gi (uo), gi(uo) —1) ( piano di equazione z :=< V f(ug), h >).

Tale piano si chiama piano tangente in (ug, f(ug)) al graficodi f := {(z,y, f(z,y)) :
(x,y) €dominio di f}.



Significato geometrico del gradiente.

L f(u+tth) = %(u) =< Vf(u),h > misurala pendenza del grafico di f interse-

cato con il piano {(u+th,z) : t,z € R}. Siccome sup < Vf(u),h >=||Vf(u)|l,
[[R]|=1
vediamo che V f(u) fornisce la direzione di massima pendenza del grafico di f in
||V f(u)|| ¢éla massima pendenza di f in u.

ESEMPI 3. (j) Se g € C([a,b]), f(z,y) = jgg(t)dt, z,y € [a,b] x [a,b], é
o =—9(x), 5 =9, v,y € (a,b)equindi feC((a,b)x (a,b)).

(jj) fin 1-(ii) ha derivate parziali nulle in (0,0) ma, essendo discontinua in
(0,0) non é ivi differenziabile . Per la stessa ragione, la f in 2-(kk), che ha
derivate direzionali (tutte nulle) non ¢é differenziabile in (0,0). La f in 1-(iii),
continua e derivabile in tutte le direzioni in (0,0), non é ivi differenziabile, perché
97(0,0) = f(h) non dipende linearmente da h.

Gii) Sia  fly) = ZEYERE 10,00 = 0. Siccome  |f(z,y)] <

zt+y
Va2 + 42, fécontinuain (0,0). Inoltre f(tz,ty) = % w = %(0,0) =
0 Vh € R?. Anche qui peré f non é differenziabile in (0,0): g := \;(Z’i)z = zﬁZ;
z2+y
non va a zero per z” + y? tendente a zero, giacché g(z,2%) = 1.
fte,ty) t(1-y)y t? (1-¢%)
Anche, - sup 75 >ﬂgﬂ1m+y29uﬂ+ﬁﬁmw

Il Teorema del valor medio  Sia f € C*(O), O aperto convesso. Allora
1

£(w) -1 /1

0

!/<<Vﬂv+du—WLu—v>dﬂ§Hu—MImmHVﬂv+ﬂu—ww
0 te(0,1]

flo+tlu—w))|dt =

&‘g‘

Corollario  Sia f € C'(0), O aperto connesso per archi. Allora
Vfu) = 0VueO = f=cost. in O

Prova. Fissati w, v € O , sia ~(t) = (z(t),y(t)) € O ¥t € [0,1], un cam-
mino continuo congiungente v e v in O : Y(0) =u, (1) =v . Il teorema del
valor medio implica che f é costante sui dischi e quindi, dalla continuita di v segue:
t:=sup{t: f(y(s)) = f(u) Vs€[0,t)} >0 edinfatti ¢=1.



Cammini differenziabili v € C'([0,1],R?) se  ~(t) = (z(¢),y(t)),
z,y € C1([0,1]). v  sichiama cammino differenziabile, e

A(t) = (&(t),9(t)) ¢ il vettore tangente in v(t) a 7.
Esempio.  ~(t) = (rcos2nt,rsin2xt), t € [0,1], (t) = (=277 sin 2xt, 277 cos 2nt)
Derivazione di funzioni composte ~ Sia f € C(0), v € C([0,1],0) Allora
% 508) =< VIO, 4() >
B A(t+s) = () +5(t)s+h(s), fluth) = flu)+ < Vf(u),h> +o(h) =
fOt+s) = fOyE)+ < V(1) 5(t) > s + ofs) ove
ofs) =< Vf(y(t)), h(s) > +0(¥(t)s+h(s)). Infatti Ve>0, 36, >0, 5, >0 :
(k]| <0 = o(k) <ellkl]) e(|s] < sc = [[a(s)l] < els| e [[¥@)llIs|+H]A(s)]] < o)
= | <Vf(v(1),h(s) > +o(3(t)s + h(s))| < els| (IVFy@I + 13O + 1).

ESRCIZIO 1. Dati «a, 8 > 0, sia

Y) = 2y z*+y* # 0, f(0,0) = 0.
of _ 2| |y|ﬁ [(o — 2)x2 + ay2] 2 2 of _
or = a@eyy 0 TVA g 00 =0
aof  x|* Jyl? [B2* + (6 - 2)y?] 2, .2 af o
ay - y<x2_{_y2)2 s T +y 7é 07 (9y (an) =0

Provare che

(i) f  ¢é continuain (0,0) & a+ [ >2
(ii) esiste  9£(0,0) VheR? & a+ (>3
(iii) f ¢ differenziabile in (0,0) & a+ [ >3
(iv) fec! & a4+ 3>3 e a f>1

(i) Se a+B3-2<0, f(tr,ty) = t**P=2f(z,y) non va a zero al tendere
di t a zero (se 22 + y* # 0) e quindi f non é continua in (0, 0).

Sia dunque o + 8 — 2 > 0.

Se a>2 é f(x,y) <|z|*?|yl® —,21420 0. Analogamente se 5 > 2.

5



Resta da considerare il caso a, < 2 . Intal caso, & := o8=2 ¢

(0, % min{a, 3}) e possiamo scrivere

B o 7

flzy) = R ET (Jz° [yl

ove 0>0, a—d >0, -0 >0, a+ f— 20 = 2. Dalla diseguaglianza

11 la[” b
(Holder)  p,g>0, —-+-=1 = |ab] < — + — Va,b e R (%)
p q p q
segue che, se 0<rs, r+s=2 allora (prendendo p:= %, q:= 2in (x))
TS L S 9 2 2
2| [yl <§l’ t 35y <z"+ vy VryeR

e quindi |z |y[P° < 2? + y* equindi  f(z,y) < |2 [y]® =220 0.

(i) a+8 <3 = LW — 400300 4) — oy o 4+00  (se 2 +y? #0)
e a+p =3 = M —a2020 f(x,y) e quindi, se o+ < 3,
f non é derivabile, in (0,0), nelle direzioni h = (z,y) # (0,0). Invece,
a+f >3 = LW L, 500 equindi 200,00 = 0 Vhe R

(iii) Da (ii) segue che f non é differenziabile in (0,0) se « + 3 < 3.

Sia o+ [ > 3.

Siccome  f,(0,0) = f,(0,0) =0

f(z,y)
VaZ+y?

f é differenziabile in  (0,0) <

—>x2+y24,0 0

Siccome
a B o
023 a+f>3 = AW gy meme Lo
(% +y2)2
basta considerare il caso «, 5 € (0,3). Posto T:= %H é

allora 7€ (O,%min{a,ﬁ}), a+ B —-2r=3 e

f(z,y) ol T SO
7\/:U2—{—yz - z2 + 12 |I| |y| < |x’ |y| — 224420 0

di nuovo in virtd di (x).



(iv) Da (iii) segue che fnon é C'se o + 3 < 3. Sia a+ 3 > 3.

of

| || |y|”
ox

C in (i >1 >3 =
omein (i) a>1, a4+ f 22§ 3

<o

—>1.2+y2_>0 O

mentre, se  «a € (0,1) e v >> 1 risulta

af
oz

t9=2770=2) [(q — 2) 2772 + q

2l —
(t ’t) - (t27+2 + 1)2

— 0+ +00

Analogamente,  f, —,24,2.00 sse a+ 8>3 ef >1

ESRCIZIO 2. Dati a, 8 > 0, sia

e
g(xvy) - $4+y2

se 22 4+y* #0, ¢(0,0) = 0. E

dg |z Jyl” [(a = 4)2* + ay?] 2, .2 dg _
or z (2% + y2)2 e w4y #0500 =0
dg o Edls |y|ﬁ [ﬁ$4 + (8 — 2)92] 2 2 dg -
o y @ T ) se x°+y*#0, —ay(O, 0) 0

Provare che

(i & o+ 28 >4
(ii) esiste  92(0,0) VheR? & a+ (>3
(ii) ¢  é differenziabile in (0,0) < a+28>5 e a+ [ >3
(iv) geC! S a+28>6 e a 0> 1.

) g ¢écontinuain (0,0)
i

(i) Se a+28 < 4, g(tw,t?y) = t*+t?~4g(x,y) non va a zero al tendere
di t a zero (se 22 + y* # 0) e quindi g non é continua in (0, 0).
Sia dunque «a + 20 > 4.
2|3 Jyl? . .
Se  flwy) := B ¢ glwy) = f(@%y) —wpem0 0 perché
S + B > 2 (vedilesercizio 1) e quindi g ¢é continua.

i) a+p <3 = 7g(t€’ty) = tx+B-3 7]&'22;‘32 _lf_J'; —p24y20 T0OO e

a+p3 =3 = M 42 4y20 \x|f;2|y|ﬁ (se 2> +y* # 0) e quindi,
a+ 0 <3 = fmnonéderivabile, in (0,0), nelle direzioni h = (z,y) # (0,0).
a+f >3 = LW L, 000 = 20,0 =0 VheR:



(ili) Siccome ¢,(0,0) = ¢,(0,0) = 0

g ¢ differenziabile in  (0,0) < % — 2 4y20 0

Siccome a+23 <5 = \;’Lﬁ = (o205 non tende a zero al tendere

1

2 41 2 (1+¢2)

di t a zero, g non ¢é differenziabile in (0,0) se « + 25 < 5. Inoltre da (ii) segue
che g non ¢ differenziabile in (0,0) se a4+ < 3.

Sia dunque o + 8 >3 e a4+ 20 > 5. Da(i)e (x) segue:

g(z,y) T o ol S 1
>1 20 >5 = = < 224420 0
@z har VETE  VETE aityE o atgr O
1
glz,y)  fyl7ro [l Jyl ]2 atf—3
a<l, a+f>3 = TP = A e 2+ 2 < |y| 2244250 0

(iv) Se a <1 e v >>1 risulta

f—2—(1-a) — 4) 2
@(ﬂ,t) _ ¢ [(a—4)t + a)
Oz (=2 + 1)2

Se [ <1 e v >>1 risulta

— 0+ +00

g et D[ + (8- 2)t ]
e (e I
Da (iii) segue che f non é C! se a + [/ < 3. Inoltre, g—g(t,tz) =

821 42+29-6 qon tende a zero al tendere di t a zero se  « + 28 < 6 e

quindi neanche in tal caso f ha derivate parziali continue in (0, 0).
Siano quindi  «,5 > 1, a + 26 > 6. Da (i) segue

dg, _ |=[*"yl” (a—4)a* + ay?
> < =33 1 2 a2 4y2-0 0
ox xt 4y Tt + vy
g ly|* [
|87y| <pg W —y24420 0
APPENDICE: Prova di (%)
Per ogni y >0 la funzione T — Ty — %, x>0 é superiormente
limitata e raggiunge il suo massimo in  z(y) tale chey — 2P~ = 0 ovvero
p_ 1
z(y) = yp%l e tale massimo vale yyp%l — % = %yz’%1 = %. Dunque
xP y%
vy — — < =— Vz,y>0
p q



