Esercitazione 12

1 Integrali impropri

Esercizio 1: Calcolare[;” = dx.
Sol.: Dalla definizione di integrale improprio

o 1 @ 1
/ ——dr = lim —dx
0 er 4 e~ % w—oo |, er 4 e~

Allora
“ 1 @ e’ e 1 e¥ w
——dx = 5 dr = ——— dt|;—e= = [arctant]] = arctan(e”)—arctan 1
g et +e® 0 e +1 2+
Dunque

o 1
/ ——— dz = lim (arctan(e®) — arctan 1) = T _arctanl = =
g e¥+e* w—00 2 4

Esercizio 2: Calcolare;™ %5, dx.

Sol.: Spezziamo l'integrale in due parti:

> logx /1 log x /°° log x
dr = dx + dx
/0 (1+x)? o (1+2)? 1 (1+2)?
Integriamo separatamente i due termini. Si ha

U loga log x ! ! 1 loge 1
/E Lt x [ x+1]€+/5 CEE x 5+1—|r[ogx og(xz + 1)),

loge € €
= —log2 —1 = —log?2 1 —1 1
e+1 ©8 Og5+1 ©8 +€+1 oge —log(e +1)
da cui )
log x ) €
/0 i+t da:zll_r}(l) (—10g2+8+110g5—10g(8+1)> = —log2
Analogamente

Y logx log w
———dr =——"—+1og2+1
/1 (1+2) x w+1+0g +ng—|—1



da cui

> logx ) log w w
———dr =1 ——— +log2+1 =log?2
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Ne segue che l'integrale converge e che

> logz
0% dr=—1log2+log?2 =
/0 1) x og 2 + log 0

Esercizio 3: Studiare la convergenza ﬁdl x*log" x dx al variare del parametre € R ed
eventualmente calcolarne il valore.

Sol.: Si ha convergenza se e solose- —1. Infatti integrando per parti si ha

1 1 n n+1 1 1
1 cx—l—ll + 1
/xo‘lognxd:p:/ :pa“ﬂdx: v log ) af /xalogn+1xdx
. . T n+1 . n+1l /.

Ora

€a+1 logn+1
m —-
e—0 n+1
vale0 sea + 1 > 0, mentre pery < —1 vale+o0o 0 —oo a seconda della pagitdi n. Dunque
pera < —1 non si pw avere convergenza.
Pera > —1 mostriamo la convergenza e calcoliamo per induzione st N il valore
dell'integrale

1
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L= |57 _ dp— — |2 | —___ =
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Si ha

Inoltre

n+1 n+1 n+1

Per ricorrenza si ottiene quindi clig, ; converge se e solo $g converge (dunque in particolare
sel; converge) e che
(=)™ (n+1)!
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Esercizio 4: Studiare la convergenza 3ﬂ| VL 2 ed eventualmente calcolare il valore.

1 z2—2zx

Sol.: Spezziamo in due parti I mtegrale

i S

1x2—2x 2?2 —2x x2—2x

/_0 \/__xd:c—i—/ol Ve dx



Per il primo termine poniamb= \/—z. Allora —z = t? da cuidz = —2tdt. Pertanto

0 — £ — \/TE t
V"% gz = lim V"0 dr = lim —_(—20)dt =
2% =2 e—0- ) 4 22 — 2 e—0- /4 t4 4 2t2
1
2

1
= Eli%l— - o 2dt = Eli%l— V2 [arctan (E) — arctan ( —%)} =

1
= \/iarctan <—)
V2
Per il secondo termine poniamo invece /x. Si ottiene
1 1 1
t
2\/5 dr = lim 2\/5 dxr = lim ———(2t)dt =
0 2 —2zx -0t J. 1% =2z e—0t J gzt — 2t2
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1 V2 —t 1 V2 -1
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L'integrale studiato quindi converge ed il suo valére

\/_ — V/2arctan (

1x2—23:

\/_) +V2log(vV2 —1)

Esercizio 5: Studiare la convergenza dif* —- log (1+1) da.

Sol.: Dobbiamo studiare I'integrabifitdella funzione all'infinito. Poidh

iy 08 +¥)
y—0 Yy

1
log (1 + —>
x

e infinitesimo dello stesso ordine %ﬂ Pertanto

11 1+1
vz e\

e infinitesima di ordine pari a quello %—5 ede quindi integrabile.

=1

ponenday = * si ha che

Esercizio 6: Studiare la convergenza fff” S22 du.

Sol.: Mostriamo che l'integrale converge assolutamente, quindi converge.

* sinx > | sin x| < 1 T
dr| < dr < de = —
/0 221 1 x‘—/o 22+ 1 m—/o 21 T2




Esercizio 7: Studiare la convergenza ﬁﬂ% tanx d.

Sol.: Dobbiamo studiare separatamente l'integradbitiella funzione inc = -7 ez =
Spezziamo dunque l'integrale in due parti:

w/2 0 /2
/ tanxdx:/ tanxdx+/ tan z dx
—7/2 —7/2 0

ol

Si ha . "
sin
t dxr = dz = —|1 6 =—1
/o anx dx /0 s [log(cos z)]g og(cosw)
Poicle
lim —log(cosw) = 400
w—
ed inoltretan(—x) = — tan z I'integrale non esiste, dato che si avrebbe
w/2 0 /2
/ tanxdx:/ tanxda:+/ tanz dr = —oo + 00
—7/2 —7/2 0

Esercizio 8: Studiare la convergenza fli =° —_ dz.

oo 1+|z|e

Sol.: Osserviamo che ponenddz) = ﬁ sihaf(—xz) = f(x), dunque

+o00 2 0 2 +o00 2 +oo 2
/ T d:c:/ x—daﬁL/ T da::2/ a dzx
oo LAz coo Lt [ o 1+|z[° o 1tz

Poicte f(x) perxz — oo € infinitesima di ordinex — 2 I'integrale converge se — 2 > 1 ossia
a > 3.

Esercizio 9: Stabilire la covergenza q’bm x%e " dx pera > 0.

Sol.: Essendax > 0 vicino al puntox = 0 non abbiamo problemi di integrabdit dunque
dobbiamo soltanto verificare se la funzioaéntegrabile per — oo. Confrontiamo la fun-
zione integranda con l'infinitesimo campio@e La funzionee” perx — oo va all'infinito piu
velocemente di qualunque potenzadDunque
xa

B <:L’O‘ 1
e er T B b

per ognig > 0. E’ sufficiente quindi sceglierg tale ches — a > 1 per avere I'integrabild per

r — oo. Pertanto -
/ % " dx
0

Esercizio 10: Studiare la convergenza ¢ sin(2*) dx (o > 1).

e convergente.



Sol.: Osserviamo anzitutto che, essendo la funzione integrabile in 0, basta studiare la

convergenza di
/ sin(x®) dx
(m/2)/

Applichiamo la sostituzione= 2. Allora dt = ax®~'dz, da cui

/ sin(z%) dx = / % dt
(m/2)1/ /2 atl-1/a
Con un’integrazione per parti troviamo
/“’ Slinlt g — CfSt “ _/w (1_1£a1)COStdt:
/o a1l att=te | o Jrp at?le

Y (1-1 t
COS W _/ ( /) cos 0t

/2 at2-1/a

T awlle

Ora, pera > 1 si ha
li COS W —0
wgrolo awl—1/a
D’altra parte si ha anche
| cost]| < 1
t2-1/a — 42-1/a

la qualee integrabile poicd2 — 1/a < 1.

2 Altri esercizi svolti

Esercizio 11:Studiare la convergenza ¢ sin” z dx.

Sol.: Abbiamo
w w w
/ sin® 2 dr = [~ sin x cos )¢ +/ cos’zdr = w — sinw cosw — / sin®z dx

0 0 0

da cui
“" 1
/ sin®z dr = E(w — sinw cosw)
0

Quindi

o 1 1
/ sin®zdr = lim =(w —sinwcosw) = lim §(w — ésin2w) = +o00
0 wW—00 w—00

e l'integrale cercato non converge.

Esercizio 12: Studiare la convergenza i* —— dx.

zlogx

Sol.: Verifichiamo direttamente che l'integrale non converge. Consideriamo dunque

“ 1
/e xlogx dz = [log(log x)]; = log(logw) — oo



perw — oo. Notiamo inoltre che la funzione integrandanfinitesima di ordine superiore ad
<, poiche
. 1
li zlogx — 1 -0
.Z‘Lr{.lo 1/1‘ ILOO log x

ma non esiste alcuna potenzamaggiore di 1) di% per cui si possa dire che la funzioge
infintesima di ordinex dal momento che

1

a—1
li zlogz 1. x

T—00 ]_/IO‘  g—oo logx

per ognia > 1.



