AMZ2: Tracce delle lezioni- X Settimana
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Dal Lemma di Schwartz:

sono a loro volta derivabili, allora

0 of
oy Or
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sidice diclasse  C?*(0O).

ed indichiamo con u = (z1,z3) i punti di R?. La matrice 2 x 2

H; ¢ matrice simmetrica.

FORMULA DI TAYLOR (al secondo ordine)

Sia f € C?*(D,(u)). Allora:

flu+h) = flu)+ <Vf(u), h> +% < Hi(u) h, h > + o (||h[]%)



Prova. Indichiamo con zy,x9 le variabili, h = (hq,hg). Posto ¢(t) :=
flu+th), é

P0) = F0), $(1) = fu+th),  Sth) = ¥ L(utthh
d2 2 d 2
dt2 (u+th) = 2 ; ;6‘ &Ezhh

:<Hf(u+th)h,h>

1
Basta quindi sostituire in (1) = ¢(0) + ¢'(0) + [(1—1t)¢"(t)dt per ottenere
0

flu+h) = flu)+ <Vf(u), h> +%<Hf(u)h,h> +

(1—t) < [Hp(u+th) — Hy(uw)]h, h > dt.

Ot =

La stima del resto segue da

Ve>0 36 >0: [t| <6 = [foir,(u+1th) = fom,(u)] <e =

2

1,j=1

MASSIMI E MINIMI IN PIU VARIABILI

NOMENCLATURA. Sia f € C'(D,(up))
(i) w € D,(up) é critico o stazionario per f se Vf(u) =

(ii) u € D,(up) é punto di minimo locale libero (massimo locale libero)

se fu) < f(v) (f(u) = f(v)) Vo € Ds(u)

Punti di minimo (massimo) locale libero min-1-1/max-1-1 sono stazionari:



Min/max: condizioni necessarie
Sia f € CYD,(up)), u€ D,(up)  min-1-1 (max-1-1)
(i) allora Viu =0
(ii) Se f € C?, allora < Hi(u)h, h>> 0 (<0) VheR?
Prova. (i) Se u é punto di minimo, allora
Vh, t — f(u+th) ha un punto di minimo in ¢ =0 e quindi
0=4f(u+th),_, =<Vf(u),h> VheR?: Vf(u)=0.

(ii) Sia u punto di minimo. Allora V f(u) =0 e la formula di Taylor da

h h

0 < fluth)—fu) = |l [< Vf(U)m, ke

+ o (1)]

e quindi < Vf(u) ﬁ, ﬁ > > 0. Analogamente se u é massimo locale.

Min/max: una condizioni sufficente
Sia f € C*(D,(u), u € D,(up), Vf(u)=0:

(i) < Hy(u) h,h>>0 Vh € R* h#0, = u épunto di minimo locale
(stretto: f(u) < f(v) Yv # u vicino a u).

(i) < Hy(u) h,h ><0 Vh € R?, h#0, = wu é punto di massimo locale
(stretto: f(u) > f(v) Vv # u vicino a u).

Prova. h —< H;(u)h,h > continua, < Hp(u)h,h >>0 Vh € R*, h #£0, =
dm = minyy =1 < Hf(u) h,h >> 0
Quindi, < Hy(u) h,h >> m | h|* Vh € R

Allora, usando Taylor e Vf(u) =0 vediamo che 0< |h]|<<1 =

o) 2 A+ o(1)] > 0

fu+h) = f(u) =|nl* [< Vf(u) ﬁ 1]



APPENDICE A1l: Prova del Lemma di Schwartz

Sia D, (zg,y0) C O, 0 << r, Rs:=[ro— 0,20+ 0] X [yo — I, 90 + 0]. Si ha:

20+6 [ yotd wotd
; /(/ aaf(x,y)dy)dx : /[a—f<x,yo+6>—a—f<x>yo—5>1d$=

462 dy Ox T 482 o o
r0—09 0—0 zo—9
1

152 [f(xo 40,90 +0) — f(xo — 6,90 + ) — f(wo + 0,50 — &) + f(xo — 6,90 — I)] =
y0+6 y0+5 zo+0

EE o1 _ L 00f

= 152 /6[ay($o+5,y) ay(ﬂfo Syldy = = 5 (/5 e ay(ﬂc,y) dx) dy
Yo— Yo— 0—

Applicando due volte il teorema della media, otteniamo

z0+6 [ yo+o
o 0 o1 _ou
I(zs,ys5) € Rs 152 / (y/& a—y%(%y) dy) dr = y@x(%’%)

z0—0 \Yo
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Mandando 6§ a zero, (x5, ys), (z°,%°) vanno a (¢, yo) e quindi Jay(Z0, Yo) = fyz(To, Yo)-

0—

APPENDICE A2: Equazioni di Cauchy-Riemann e funzioni armoniche

0 0 0 0

f(z +iy) = u(z,y) +iv(r,y) ¢olmorfa < u,v € Ch e a—z = a—Z, a—Z = —%
=: fllz)=a+ib = ulz+s,y+t)+iv(e+s,y+t) =u(z,y)+iv(z,y)+ (a+
ib)(s+it)+o(|s|+[t]) = wu(z+s,y+t) = u(z,y)+as—bt+o(|s|+|t]) ,v(x+s,y+t) =
v(z,y)+bs+at+o([s|+|t]) = a= % = 3—2, b= —g—Z = %~
< u(r s,y +t) = ule,y) + Gs+ Gut+ol|s| 1) u(z+ s,y 1) = vz, y) +
%s+g—2t+0(|s|+]t|) = u(a:~|—s,y+t)+z’v(x+s,y+t):u(x,y)+iv(a:,y)+(%+
- v v ~Qu\ ou __ v ou __ v ou 0v __ Ov - Qu
Z%)s—i_(a_y_la_y)lt Ma %_8_3;’ a—y——% = %‘i‘l%—a—y—Za—y =
u(z+s,y+t)+iv(z+s,y+t) :u(x,y)+iv(as,y)—ir(%—l—i%)(s+it)+0(]s]~|—]t|) = f
é derivabile e f/(z) = 2% 42 = g—z — ig—z.

In particolare se f(z) = u+iv e u,v € C?, dalle equazioni di Cauchy-Riemann e

. 2 2 2, 52 .
dal Lemma di Schwartz segue %—l—gﬁ =0= %g—y;’ (u,v sono armoniche).



APPENDICE A3: Forme quadratiche

La natura di un punto stazionario u = (x1,z5) di f dipende dalle proprieta di
segno della forma quadratica associata alla matrice Hessiana

2
< Hi(u) h, h> = Z h; h; =

axj

= fwlwl (u) h% + 2f$1r2 (u) hy hy + f$2r2 (u) h% h = (hla h2)

Ora, Hy(u) simmetrica = Hp(u) ha autovalori reali, diciamo A\ < .
Le proprieta di segno della forma quadratica associata sono legate al segno degli
autovalori. Diamo qui una dimostrazione analitica di questo fatto.

Sia A=(a;;)ij—12=A " matrice 2 x 2 simmetrica. La forma quadratica associata

2
< A h, h>:.= Z Qi hz hj, h = (hl,hQ) € R2 si dice

ij=1
definita positiva (negativa) se < .4 h, h>> 0(<0), Vh#(0,0)

semidefinita positiva (negativa) se <4 h, h>> 0(<0), Vh € R?

Proposizione Sia A = (a;;) matrice simmetrica 2x2, Ay <Xy isuoi
autovalori.  Sia  a(h) =< Ah,h>, heR?  Allora

A1 = inf a(h), Ay = sup a(h)
Ihll=1 |h]=1

Prova. m := a(ﬁ) = mithH:la(h) S ,h 7é 0= 0= (i a(@+tk))| =
t=0

dt [[h+tk]|?

A< Ahk> — <Ahh><hk > =2[<Ahk>—-—m <hk>]VkeR?

Dunque Ah = mh, cioé m é un autovalore di A, necessariamente il pii
piccolo, giacché A h = Ah, ||h|]|=1 = A =< Ahh>> m.

Corollario
(i) A ¢ definita positiva (negativa ) < A >0 (A2 <0)

(iii) A ¢é semidefinita positiva (negativa ) < A; =0 (A =0)



