AMZ2: Tracce delle lezioni-VI1I settimana
SVILUPPI IN SERIE DI TAYLOR
FORMULA DI TAYLOR  Sia f € C%((zo — 6,20 + 0)). Allora

flx) = flxzo) + f'(wo)(x — o) + ... + 5 [ (o) (& — x0)"+

1 1

+=(z — xo)"+1/ (1 — )" F+D (b + (1 — )o)dt
n. 0

Infatti, sia |z — x| <de @) := f(tx+ (1 —t)zg), t€[0,1] . E

p(1) = f(z), ©(0) = f(zo), ¢®(0) =SB (ta+ (1 —t)z0)(x — 20)".

La formula di Taylor per ¢

(n) 1
©(1) = ¢(0) —i—go'(O)—F%cp"(O)—i—...—i— d n!(O) + %/0 (1 — )"V (t)dt

da la formula voluta per f.

NOTA.

(i)  Ru(z,mo) := M J3 (1 =) O (¢t + (1 — t)a0)dt , resto nella formula
di Taylor per f, di ordme nedi punto iniziale xy , é infinitesimo di ordine n + 1.
Effettuando il cambio di variabile ¢t = ;:—ig si ha anche

(x,z0) /f (n+1)( —7)"dT

(z—z0)" 1
(n+1)!

(i) Rp(x, o) fOD(Fx + (1 —T)xp) per un t € [0, 1].

E questa la rappresentazione del resto nella forma di Lagrange, e segue dalla
rappresentazione del resto in forma integrale e dal teorema della media.

SERIE DI TAYLOR  Sia f € C®((zq — 6, 29 + 0)).

3 / (5’“"0)(:5 —20)", @ € (20 — 8,70 + )

|
n—=0 n:

si chiama serie di Taylor di f di punto iniziale xg



SVILUPPABILITA IN SERIE DI TAYLOR f sidice sviluppabile
in serie di Taylor attorno ad x se

0o f(n)
Ir>0: flz) = fT('xO)(x —x9)", VY € (vog—1,20+T)
n=0 :

—+00 1
UN ESEMPIO:  f(z) == X ap2™ , |z| <r=limsup, |a,| ™. Infatti
n=0
fec=(-rr) e f™0) = nla, ovvero f(z):= % —f(rz, x| <.
n=0 :

Si hanno ad esempio i seguenti sviluppi in serie di Taylor  (validi per |z| < 1):

log(1+x) = /oxld——ft — /Ox[g(_l)ntn] dt — gg;i>:xn+1
arctanx = /Oz 1jl-tt? = /Ox[g(—l)"t%] dt — 22(;21932%1

Proposizione f e C®((xg — d,z0 + 0)) é sviluppabile in serie di Taylor
attorno ad zg sse Ir > 0: R, (x,20) —n—too 0 V& € [x9 — 1,20 + 7).

(n) T
! ( 0)(x —z0)" = Ry(z,x0).

Infatti f(x) —

3
1=

In particolare, se per ogni r > 0 risulta max,|<, |f™(x)] < M, Vn, allora
Tn+1 n -
2| <r = |Ru(z)| < Jo (L= 8)" suppyy o, [fOHD ()| dt < M —, 0 =

)

f("
Z x" VreR

Si ottengono subito, ad esempio, i seguenti sviluppi in serie

e’ " o] x2n+1 e’} x2n
et = — sinz = 1" cosx = -H"—  Vz
= n! 112::0( ) 2n + 1! nz:%( ) 2n!



1 oo g 00 " o'} x2n+1 0 x2n
inhe = -[Y. = — S (-1)"=] = he =2 50
sinh x 2[71—0 . 7;)( ) n,] §2n+1! cosh 2 ol
SERIE BINOMIALE
o0 -1... (a— 1
R N == F S ER)

Infatti, L (1+2)* =ala—1)...(a—n+1)(1+2)*™" = |R,(z)| <

1

\oz(oz—1)...(04—71)]|x‘wrl /[1_t]”(1+tm)°‘_ldt

n! 1+ tx
0

1

e —1).. (@ —n)l ||+ /(1 +tx)*tdt — 0

n!
0
1
perché 1 —¢ < 1+tx Vo € (=1,1) ,  [(1 +tx)*'dt < +oo e, se
0
b, = —'O‘(O‘_l)ﬁ'!'(a_"” |zt bb’il —lzj<1 = b,—0.
Ad esempio,
1 £ (—1)" 2 — 11! o on — 11l
=1 =1 —1)"'——-2n" Vre(-1,1
1+ +nz::1 VAL al +n2::1( ) onll ve(=11)
1 X 2n — 1!
-1 MT T e (—1,1
V1 —a? +n§1 onll ve( )
1 Lo op— 1l

™ Vre(-1,1)

=1 1
V1t a2 +n§:1( ) 2nl!

1 1
V1—22’ Vi—z2’

= oan—1N
L I
v n2271!!(2n+1)

e , integrando otteniamo anche

sin v e (-1,1)

RN 2n — 1!
sinh ™z = 2 + Z(—l)"2 " ot Ve e (—1,1)
n=1

n!l(2n 4 1)



FUNZIONI ANALITICHE

Una funzione f si dice  analitica  in un intervallo aperto I se é localmente
somma di una serie di potenze:

Vag € I,3r(xg) >0 taleche f(z)= § an(x—10)" in (zo—7(20), To+7(T0)).
n=0

NOTA. Una funzione analitica in I, essendo localmente somma di una serie di

potenze, ¢ C=(I). In particolare, f™(xq) = nla, e Z an(x — xo)" € la serie di

Taylor di f attorno a . Tuttavia non tutte le funzwnl C‘X’( ) sono analitiche in I:

f(z) = e se x #0, f(0) =0 é C>, con derivate di ogni ordine uguali a zero
in x = 0: dunque f non é somma della sua serie di Taylor.

Proposizione  Sia f € C*>((a,b)). Se

|
IM, r>0: sup|fW(z)] < — VneN
(a.b) r

allora f é analitica in (a,b), e infatti vV x¢ € (a,b), si ha

o £ (g,
Zf (o)

n!

fz) =

(x — x0)", Vo € (xg —r,xzo+7)NJa,b]

n=0

Dimostrazione. Si tratta di mostrare che R, (x,z9) — 0 al tendere di n all’in-
finito, per ogni x € x € (xg — r,xo + 1) N [a,b]. E infatti

_ n+1 1 B
[ Fen(, 7o) < w/ (1= 0" (gt (1 o)t < dr(E =0l
0

n! T

)n—i—l N 0
La somma di una serie di potenze é una funzione analitica.

[e.e]
Sia f(x) = Y a, 2™ somma di una serie di potenze avente raggio di
n=0

. _ . 1
convergenza r, e siano 0 < r < 7 < r . Da  limsup, |ag|* < +  segue che

_ 1 - .
Jk: lajii] < R Vk >k, VjeN
Da f(x) = § (J’;,k) Qi @ segue
=0
. J+k‘ 1
2] <r = [P Z — =

<
<.
=3I



Usando ora la formula % (jfk)! ¥ o= # Vo € (—1,1), otteniamo

Jj=0 3t
k! 7 k! —
(k) _
|f (ZL’)‘ < Fk(l —r T—l)k-ﬁ-l o (’f’ _ T)k'H’ Vk > /{Z, |ZE| <r

Come noto, tale stima assicura che f é sviluppabile in serie di Taylor (di raggio di
convergenza almeno 7 — r) attorno ad ogni punto dell’intervallo [—r, r].

Principio di identitd  Siano f,¢ analitiche in (a,b). Allora
Jag € (a,b): f™(zg) = g™ (20) VR EN = f =g in(a,b)
Dall’analiticitd: 36 > 0: f(z) = g(x) Vo € (xo— 06,29 +0) e quindi
Vi:=sup{z <b: f(t) = g(t) Vte[ro,z]} > 2o+ >0

Ora, z < b = f=gin [zg,2] = f™(2) = ¢™(2) in [20,V), Vn.
Se fosse b’ < b, sarebbe , per continuita, f™(0') = ¢™ (V') V¥n e quindi f =g
in un intorno di ¥, contraddicendo la natura di sup di '.

Zeri di funzioni analitiche  Una funzione analitica in (a, b) e non identica-
mente nulla, ha, in (a, b), solo zeri isolati.

Se  x, —, x € (a,b), f(z,) = 0 & f(r) = 0 ed inoltre, per
il teorema di Rolle, dx;,  tra x, e x  tale che  f'(z]) = e quindi
f'(z) = lim, f'(z})) = 0 Iterando I'argomento, si trovano, per ogni k eEN,
zeri di f®) che convergono a z e quindi  f®(z) = 0 Vk e quindi f=0.

ESERCIZI.
1. Serie di Taylor di ~ sin?z. Da sin’z = 1_%5(2@, segue
1 00 (2 n o) 22n 1 2n 22k+1
2 — 1 . _1 7’L+1 _ k 2k+2
a1 HE;‘O( 2n! n; Z 2k +2)1 "

2. Serie di Taylor di ~ E(z) = JFe " dL.

B = | [2(—1)"2—?] d = §<—1>”/f oy = g(‘l)n (tzﬂ )



SERIE DI POTENZE NEL CAMPO COMPLESSO
1. Definizione zn € C converge a z (2, =, 2) < |zn— 2] =, 0.
Siccome |z, — z|*> = |Rez, — Rez|? + |Imz, — Imz|?,  si ha che:
Zn —n 2 = Rez, —, Rez e Imz, —, Imz
Zn —n 2z & Ve>0,In.: n,m>n. = |z, —zn| <e (Cauchy)

00 N

2. Definizione > z, converge sse Sy := > z, converge.
n=1 n=1

Y. 2zn  sidice assolutamente convergente se >, |2,| < +o0.

N+p
(Cauchy) 3,2z, converge < VYe>0,3IN.: | X 2z, <e VN>N, Vp.
n=N
In particolare, Sulznl <400 = 3,2z, converge e in particolare,
lmsup, |z]" <1 = Y, || <400 = Yz, converge. Siha cost

3. Cauchy-Hadamard Sia a, € C, 7 :=limsup, |a,|"% . Allora

o o
z€C, |zl<r = D a2 < +oo 2| >r = > a2 = +oo

r:= raggio di convergenza, D, :={z: |z| < r}:= disco di convergenza .

ESEMPL. 3 2"  comvergein |z|<1 e > 2" = L.
n=0 n=0

e} n

exp 7 = Zz

n=0
4. Definizione OccC é aperto, se 20€ 0,2z, = n 20 =2, €0
definitivamente (ovvero 20 € O =  3dD.(2) :={2€ C: |z—2z| <71} CO).

-~ converge Vze C
n!

5. Funzioni complesse di variabile complessa. Sia f: O — C.
f écontinuain zp€ O & Ve>030>0: |z—20| <d=|f(2) — f(20)] <€
f éderivabile in z, € O  con derivata  f'(20) &

f(z)_f(ZO) . f,(ZO)‘ <e

Ve>03 d>0: |z—2|<0 = |
Z— 20
Anche qui, come nel caso reale:  f é derivabile in zyg = f é continua in z.



6. Esempio Sia f(z) := Z a,z" somma di una serie di potenze avente

raggio di convergenza 1 > 0. Allora fec=(D,).

. n = k)!
Proviamo che o) = % (tk)t 2% ¥z e D,.  Come nel caso reale
dz =0 n! + ?

basta provare la formula per n = 1. Siano z, 2o € D,, p<r. E

f(z) — 0 -1
| p— Znan nzy” |
Ora, [2"—zF| = [(z—20) (2" 1+ 202" 2+ .+ 202242071 < |z—znp"! =
A -1 n—1 n—2 __ _n—2 n—2/_ <
| nzy T = 2" =27+ 2(z 274+ T2 2)] <
zZ— 20
< =20 2o 127 =2 4+ 2" e — 2] <
n— n— n— n(n—1 n—
< Jz—zol [(n=1)p"2 + (n—2)lzl0"* + ...+ |20 2} < ¥|z—zo|p 2
0 -1 1) n—2
— nzy | < |Z—Z0| Z |an| 2z 0
perché p<r= %O: |y, @ P < +o0.
n=2
7. exp (z4+w) = expz + expw Vz,w e C. Segue da

8. Lemma (Prodotto secondo Cauchy). § |2n| + § lw,| < +o00 =
n=0 n=0

i| Z z; wg| < 400, i( Z Ziwg) = io an

n=0 j+k=n n=0 j+k=n
o) n 0
Infatti, exp(ztw) = ¥ B = ¥ (4 ¥ gpdut) =
n=0 n=0 jt+k=n

DY S5 = (g = ewsevuw

: 4!
n=0 j+k=n n=0 J* n=0

9. (i) exp(—2) = (expz)™" (ii) &xpz = exp z (iii) expr = € Vre€Q
() |exp (it)] =1 VteR e |z|=1 = Jlte(—mn|: z = exp(it)

In particolare, x — expz, x € R é prolungamento continuo di r — e",r € Q.



) —_ et 1 17 A p— 1 p—t l g
(1) expz exp (—z) (17) exp Z Jm nZO i nZO exp Z

(1)) pe N,z € C = (expz)? =exp(pz) YVp € N = (exp (5))1” = e ovvero
exp (%) = ev. Quindi exp (2) = (exp %)p = (e%)p = et
(iv) |exp (it)]> = exp (it) exp (it) = exp (it) exp (—it) = 1. Poi,

z=x+iy, ¥*+y*=1 = I te0,n]: x=cost=cos(—t) e y=sint
sey >0, y=sin(—t), t € (—m,0 se y < 0.

3

ioj W 2 yecR e
n=0

n!

In particolare, exp (x +iy) =expz exp (iy) = (% )
0

[e'e) t2n 0 t2n+l
Re(exp it) = 1" = cost Im(exp it) 1)"—— = sint
(exp it) ,§< eI P nZ_o 2n+1)!

10. Formule di Eulero

expit = cost + isint VteR, exp (—it) = cost — isint VteR
it) — —it it —it
nt — exp(it) .exp( i )’ cost — exp(it) + exp(—it)
21 2
In particolare, exp it é 2m-periodica.
11. Funzioni circolari ed iperboliche sui complessi
00 Z2n 00 Z2n+1
cosz = —1)" , sinz = —1)'—— VzeC
nz;;( ) (2n)! nz;;( ) (2n+1)!
he = Sepr fem(—2) = 3 S VaeC
coshz := —(expz +exp(—z)) = z
2 P P 2 (2n)]
1 Z2n+1
sinhz := é(expz —exp(—2)) = Zn s 1)l Vz e C
12. (1) exp(iz) = cosz + isinz, exp (—iz) = cosz — isinz

exp(iz) +26Xp (—iz) — coshis sin » = P (iz) —QF:Xp (—iz) smh»(zz)
i i

(7i) cosz =

Da (ii) segue: sinz,cosz sono funzioni 2m-periodiche mentre sinh z,cosh z sono
omi-periodiche. Inoltre, sin?z + cos®z =1, cosh?z — sinh®z =1



13. Definizione di argz, logz, 2€C

Dato z € C, argz (argomento di z) ¢ l'unico reale in (—m, | tale che

z

|z| exp (iarg z)
Notiamo che, per periodicita,

z

|z| exp (i(argz + 2kw)) Vk € Z. Scriveremo

Argz = {arg z +2km, ke Z}
Ora, dato weC, w #0

expz = w < exp(Rez) exp(ifmz) = |w| exp(i arg w)

=
exp Re z

= |w| e Imz — argw €2nZ cioé
exp z = w & z €{log|w|+ i Argw}
Log w := {log|w| + i Arg w}

log w := log |w|+ i arg w

Porremo

Ywe C, w#0
La funzione

si chiama valore principale del logaritmo.
Esempi. Logx = logx + 2kmi, Yo >0, Logz = log|x| + (2k+1)mi, Va > 0.
Log (—1) =mi, Logi = %i, Log(1—1i) = logv2 + (2k — 1)i.

Esercizi.

Log (z2w) = Logz + Logw ove, per ABCC, A+ B = {a+b:
a€ A, be B}. Infatti Arg (2w) = Argz + Argw.

Log (—z) = {log z + (2k + 1)mi} Vz # 0.

Trovare lerrore in 22

(—2)> = Log (2)* = Log(—2)? =
Logz+Logz = Log(—z)+ Log(—z) = 2Logz = 2Log(—z) = Logz = Log(—z).

14. Potenze in C  Sea,z€ C,a#0

z

a® = exp (z Loga) = {exp [z(log|a| + i(arga + 2kmi)}
Esempi. Sez=née€ N, a? =a x ... X a(p volte).
Sez:%, neN, an = {\a|% exp ‘"g“nﬂ, k=0,....,n—1} (len
radici complesse di a).

z

Se z ¢ Q, a* é un insieme infinito. In particolare, e
solo se z =0, 1,

exp z se e



APPENDICE

N N
A1l: Prova di 8. Siano SN = Y. Zn, ON = Y, Wy,

N
Dy 1= Z Z ziwy) = zZowot(2ow1+21wo)+. . A (ZoWNF21WN 1+ . A2ZN_1W1F2ZN WD)
n=0 j+k=n

= 2zo(wotwi+. . .Fwn)+2z1 (wo+. . .4wy_1)+...+2ywp. Dunque

‘SN ON — pN‘ =
|20 (wo+. . . Awn)+2z1 (wo+. . . Awn)+. . .+zy_1(Wot. . . Fwy)+2zn (Wot. . .+wy)

(20 (o +w1 + ... +wn)+21 (wo+ ... +wy_1)+ ... +2yv_1(wo +w1) + 2n wo|

|21 wy + z2(wn_1 Fwn)+ . F v (we+ .ot wy) ey (w+ . o) <

n

N
<Y gl lwv—jpr + - Fwn| + D0 7] Jonv—jen +

.. +’UJN‘ S
= j=n+1
o N
<suplz| (Y fw]) + sup A Z wel) 7= Da
jsn k=N—n-+1 n+1 k=1
> [We| —=N—too 0, SUP  |2j] =N—joo 0, sup;|z;| < +oo, 3 |wi| < o0
k=N—[F]+1 i2[F1+1
segue  |syon — PN| —N-100 0 e quindi lij{fnpN = lij{fnsN oN.
ESERCIZIO. =5 L= lim (1+1) D
n=0 " n—700
n , n! n—k)!(n—k—1)..n
(1+%) Z k! (n k) 'nlk < kZ:IO % perche nk (n'—k)' = ! (n)—gf)'nnlw)l <1
indi limsup(1+2)" <3 —
e quindi im su - —
q P n’ T = n!
Viceversa, n >mng = (1+ ) > Z k,( lk = liminfn(l—i-%)” > i %, Vng

perché rrgm=(1-)(1-2) ... (1-51) —, 1. Quindi

1 > 1
liminf(1+=)" > ) -
n n = k!
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