AMZ2: Tracce delle lezioni-VI settimana

Serie di funzioni: esempi e complementi.

0 (serie geometrica e suoi derivati).
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oot = sse |z| <1
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La convergenza ¢ totale in [—6,0] V& < 1 (non é uniforme in [1 —4,1] : la
funzione somma della serie non ¢ limitata attorno ad 1!). In particolare, se |z| < 1:
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1. Y & <+ & z> 1. Da  SUp,s,o1 =5 = =5
n=1 2

segue che la serie converge totalmente in [xg, +00), Vo > 1.

La convergenza non é perd uniforme in (1, 400), perché n—lz non converge uni-
formemente in (1,1 + ¢], od anche, perché  f(x) —, 1+ = 400 come si vede dal

confronto con [ % = L gz >1:
z—1

(od anche perché la serie diverge in = 1: vedi il punto 2. ) Dalla diseguaglianza

di sinistra, vediamo poi che 3772, n—lz —too 0.

n% z>1
1

Deriviamo alcune proprietd di f(z) =

08

f é continua  perché somma di una serie uniformemente convergente (in
[1 4 6,400)) di funzioni continue.

Dipit, f€ C>((1,400)). Infattilaserie delle derivate k-esime, % (—D’i&#n)k
n=1
¢ totalmente convergente in [1 + J, +00):
(logn)* _ (logn)" = (logn)"
X Z 1+(5 e S 7’L1+6 (§ Zw<+oo

2. fu € C(la,b]), X, fn converge uniformemente in (a,b] = Y, fu(a)
converge. Infatti:

S, fn  é Cauchy uniforme in (a,b] : |2 2 fo(z)] < e YN > N, p€
N, z € (a,b].

Per continuitd si ha quindi SN f (1)) < e YN > N, peN.

S5 s
3. SaleT™=L_—_ VYzr>0.
n=0

l—e

La convergenza ¢ totale in (0, 4+00) se r > 1:

(ze™™) =ra" e —naTe ™ =0 = r=L = sup,eaTe ™ =(L)e"

La convergenza non é uniforme in (0,4+00) se 7 < 1:  la serie converge infatti,
con somma zero, in x = 0, mentre lim, o f(z) > 0ser < 1.
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4. S>> L sin%  converge totalmente sui limitati: |1 sinZ] < &
n n n n n

n=1
ma non converge uniformemente in R, perché la successione delle somme parziali

N
Sn(z) :== > £ sin% non ¢ Cauchy uniforme:
n=1
2N 2N
1 N 1 1 1 1
SQN(N)—SN_l(N) = %:E Sing 2 Sin§ ; ﬁ 2 5 Siﬂi

5 (integrazione per serie ed integrali impropri).

(i) Siano f, > 0 ed integrabili in (a,b), —oco <a < b < +o0.
o0
Se la serie Y. f, converge uniformemente sui sottointervalli compatti di (a,b),
n=1
allora

/b (3 fue)ds = 3 / () d

a

Infatti, posto S(z) := ioj In

n=1

b N
se [ S(z)dr < 400, da Y fu.(x) < S(x) segue che la successione delle
a n=1
somme parziali é equidominata e quindi é lecito il passaggio al limite sotto segno di

integrale,

b
se [S(x)dr = 400, allora o< a<f<b =

B

gjl /b fa@)de = 3 /ﬁ fulz) dz = / S(2) dT —ara. gy = /b S(x) de = +o0

n=1 o

(ii) Siano 0 < f, € C((a,b)), esia S(z):=>, fu(z). Se S ¢é continua
in (a,b) allora

/bZ fo(x) dz = Z/bfn(x) dzx

Dal teorema di Dini, applicato a S — iy Jr, segue che la serie
> fo(x)  converge uniformente in ogni intervallo compatto in (a, b).
Quindi (ii) segue da (i).



6. (Criterio di Leibnitz).

Sia 0 <appi(x) <au(z) VreE, VYneN. Allora,

+00
SUP Uy, —ntoo 0 = Z (=1)" ap(x) converge uniformemente in £
E

n=1

La serie converge puntualmente in E per il criterio di Leibnitz per le serie nu-
meriche.

La convergenza é uniforme perché

—Ggp—1(7) < Z (—D*ap(z) <0,  agn(z) > Z )>0 VrxeFE =
k=2n-1 k=2n
| Z z)] < an(x) 2pn—t00 0 uniformemente in  E
) n 22
7. > % e~ n  converge uniformemente sui limitati (ma non totalmente:

n=1
la serie é assolutamente divergente V z!). Infatti

d 1 2 e oo 9

an (1) < an(x) se n <22 ani(2) <an(z) se n>22?
12 . .
ove ay(z) = ﬁ e w.  Quindi, |z|] <M = au(x) <a,(z) se
n > 2M? ed é quindi applicabile il criterio di Leibnitz al punto 6.

La convergenza ¢ uniforme su tutto R: posto n, := max{n: n < 2z%}, risulta

“+00 Ny

Voo D (=) "an(z) = Y (=D)"an(z) + > (—1)"a,(z) e,se 1<p<mn,
n=1 n=1 n>ng
DD ar(@)] < ap,(2), | D0 (= 2)| < an, (), |an,(x)] <€ se |z| =
k:p k>ncv
La serie é derivabile termine a termine: 4 % (=" e_% = 2 %O: (G s e‘%
‘ dz n=1 v n=1 ny/n

Infatti la serie delle derivate é totalmente convergente sui limitati:

(_1)n+1 .2 1
A | < M ——
ny/n verrls ny/n
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[gf <M = |



8. Siar > 0 il raggio di convergenza di % a,z™ .  Siaa, > 0.
n=1

Se  a, >rapy, allora la serie converge uniformemente in - [—r,0].  In
particolare,

00 oo
n

E Al — gt § (_

n=1 n=1

Se - — 400, laserie converge uniformemente in (—00,0].
n

La prima affermazione segue dal criterio di Leibnitz: a,1|z|"™ < a,|z|" <
ant1lz| < ay,

[o.¢]

La seconda affermazione segue come in 7. Notiamo che: S oA, =0 0
n=1

. o0 n &S] _1\n+1 0 _1\n+1
Esempi. log(l—2) = — ¥ & —, 1+ 2 () N () log 2.
n=1" n=1 m n=1 "
oo _1)n+1
Analogamente, > (2n)+1 = I

n=1

La proprieta in 8. é un caso particolare del

[ee]
Teorema di Abel Se ° a,2" converge in z = 1, allora converge uniforme-

[e.e] [ee)
mente in [0, 1]. In particolare Y a,z™ —, 1- X a,.
n=1 n=1
9. Studiare il comportamento della serie di potenze

00 n 1
2 mon
= n!!

Studiamo dapprima il comportamento asintotico di n!!

Dalla formula di Wallis :

[(MT _ [L”] —en 1) [3 ol

2n! 2n — 1! n’
.. 1 To1 1.7
e quindi 2n)ll = /(2n)! (2n 4 1)1 [(5)4 —i—O(g)

Usando la formula di Stirling,

n! = nt (J_+0( )



otteniamo

(2l = (2;?” 2020+ 1) [V + 0(%»] (2n—1)1l = (2;?" G o<%))}
e quindi (agn)—% = [ gz;! ]% _ [2"(271/‘_2 1)]8% {\/% + O(%)}% L
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) 77 = [ 2|7 - | )T vEro)

. . . ;1
Dunque il raggio di convergenza é T

Comportamento in =~ = = % agne% = 2(5?,):” =
1 1 1 1
= ——  (—+0(—- = Qop— = —+00
[2n(2n + 1)]1 (\/7_r &) zn: e
Dunque la serie diverge in |z| = %
Comportamento in z = —%. La serie si scrive >, [‘f—n" - %22_%] Siccome
e 2
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e (2n — 1! eM
2n —1 1 1 1 1 1
= Ve " — + O(—0)] = +O0(—
Ve s s+ OG) = s 100
si ha
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- | (D) Lo
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concludiamo che Sa(=D"a,e” s = —oo.



