AM2: Tracce delle lezioni-V settimana

Passaggio al limite negli integrali impropri  Se

(i)  fn —n f uniformemente su  [a+0, M|, ¥V §>0,M >a

(ii) (equidominatezza) dg tale che |f,(z)| < g(x) Vn, z con Zog < 400
allora lim,, ZO fn = Zfolimn fn

M 0o
Infatti: 0 >0, M >a+0 = | [ fu—fl =100 = limsup, | [ fn—f] <
a+d a

at+6 oo a+o 00
limsup[/\fn—ﬂ +/|fn—f\ §2/g+2/g§e se M > M(e), § <.
" a M a M
Esempio 1. ¢, »p—0 t >0 =  lim, [ % et dy = [ % et dx
0 0

Equidominatezza : t, > 5 = \% e | < e, Y >0

3
2

Convergenza uniforme :  [822 [e=in® — e=t]| < |elt=tn)r — ]| < e se |t — b, |z < 6,

NOTA  Dunque ¢— [e ™ 222L 4y ¢ continua in (0, +oo)
0

Esempio 2. ¢t — [ e7™ #2224y ¢ derivabile in (0, +00) con
0

d (o.] . [o.¢] d . +Oo
_, sinx _, sinz P
—/em dx:/—[etx—dx:—/ e " sinx dr
dt T dt T 0
0 0
ovvero t >0, hy —n—oe 0 =
0o . _ _ 0o
‘ sin o e (t+hn)z e—tx ‘ i
lim dr = — [ sinxe “dx
n x hn,
0 0
. . —(t+hn)x _ —tx _tz
Equidominatezza:  |< e | <e 2, Yo >0 se |hy| <5
. : —(t+hnz_ —tx _
Convergenza uniforme : |32 [&——=¢— 4 ze ]| <
e~hnr _ 1

1
< | + x| = z|1 —/ e " dr| =, .o 0 uniformemente in  x € [0, M]
0

hn,

1



Passaggio al limite in certi integrali impropri senza equidominatezza

[ integrabile in [0,4+00) = /OOO f(x) e n dox — /OOO f(z) dx

Se  Ji"®|f] < 400  siamo nella situazione di equidominatezza, che invece non

sussiste se [ |f| = +oo.
Sia  F(z) == [7 f, F(+o00) = [ f. Integrando prima per parti ed

effettuando poi il cambio di variabile x = nt troviamo

[T @etar =2 [TE@ et = [T E@) et

n

/OO F(nt) e tdt —, o0 /lim F(nt)e tdt = /OO F(+o00) e tdt = /OO f(z) dx
0 n 0 0
0

ove il passaggio al limite é lecito perché c¢’é

uniforme convergenza:  |F(nt) — F(4+o00)| = | [ f| < € se nt> M,
nt
equidominatezza:  |F(nz)e | < e sup,s |[F(z)] e sup,sq|F(z)| < 4o0.
Esempio. lim e n il dxr = / Smmdm
n—-+o0 x x

0

+o0o g
Integrale di Dirichlet / T g = g
0

x
d 7 t i +00 t 1
1 a —tx slnx _ _ —tr s .
Infatti, da & Of e Ldr = o e Tsinrdr = —5 segue
oo .
e Sinw T '
€ de = —arctant + ¢ —¢ye0 5 + c Siccome
x
0
00 . 0o . . .
[emr EEdy| < [ [ e™da| = [eTtdt = ;=400 = ¢ =5 siha
xX n n 2
0 0 0
o) .
_« sinx x s T
e n dr = —arctan— + — —, 1 =
T n 2 2
0
9 0 x . o0 .
] —= slnx _ sin
D’altra parte, lim,, of e”w MBIy = Of sine gy



Successioni di funzioni: Esercizi e Complementi.

1 Fissato p € N, fo(z) = % —ntoo 0, YV >0

La convergenza é uniforme in [§, +00) per ogni 6 > 0:

n
> <
v 202 o)l < Sy T 0

Se p > 2, la convergenza é uniforme in [0, 4+00):

1 (nz)P! 1 sP~1
sup

2<p<3 = n < 1+ s2
JUIS |f (m)‘ — np—2 1_|_n2x2 - np_2 s>0 1+82

_>n—>+oo 0

nsin? x nsin® x

< |/
< ‘x(1+n2x2)

82

1
— su
n 521([))1—1—52

>3 = |/
b= |£E(1+n2;172)

| <

7 n—-+oo 0

Invece, se p < 2, la convergenza in [0, §] non é uniforme:

1 1 1 1
sup |fo(z)| > fu(=) = =n’sin — — = se p=2 edivergese p<?2
0<z<§ n 2 n 2

2 fu(z) :zofarctannt dt —n 1 f(z) = Z|z| VzER.

Infatti, —arctannt —, . o 5 uniformementein {|z[ > ¢} edé equidom-

inata in [0,z] Vax, giacché ¢ uniformemente limitata : |arctannz| < 7.

Cié comporta infatti che la convergenza é  uniforme sui limitati di R (ci
limitiamo a considerare x > 0 giacché le funzioni sono pari):

T M
lz] < M = |/ arctannt dt — gx\ < / |arctannt — g\ dt —p—00 0
0 0

Notiamo che la funzione limite f(z) := F|z|  non é derivabile in z = 0.
Notiamo anche che fi(x) = arctannx — ma sexF0 e f1(0) =
0, Vn.

In particolare, essendo il limite discontinuo, la convergenza delle f; non é uniforme!



3 Siar>0. fulz) = H"n—x;ﬂ e 0 Yz >0

Se r > 2, la convergenza non ¢é uniforme:

2
sup fn(fr) = 400 se r < 2, sup fn(m) ==sups Z 0 5 se r=2
>0 x>0 1+s

La convergenza é peré uniforme in [0, M] VM >0, perché r>2 =

N 2" Hr —n?2?(2 —r)]

fi(x) :=n TErTE >0Ve >0 = Sgﬁf"(m) = fu(M) =, 00 0
, r 1
Se r <2, fiz) =0 & z=urx,:= — = 0,
2—rmn
e sl = fm) = (5 ) 0 e
= = —
zg% v n 2—r opr—1 T "

Dunque la convergenza é uniforme sse 1 <7 < 2.

Notiamo infine che per r € (0,1] si ha, per n grande, sup,.;fu(z) =
fn(0) =n—00 0, e quindi la convergenza é uniforme in [, +00).

4. fn —nooo [ uniformemente in [a,+00), fu(T) —4i000 Vn
= f(2) =240 0

< fulz) = f(@)| + | fu(2)] < e+ |fulz)] se n = ne e quindi
<e Ve>D0.
22

Esempio. e~n, x#0, converge a 1 in ogni punto e la convergenza non é
uniforme (ad esempio lo dice 4.)

Infatti, |f(x)]
limsup,_, o [ /()]

5 (Teorema di Dini 1)

Siano f, € C([a,b]) monotone. Se f,(x) —n—y0o f() Vr€la,b] ed f

é continua in |a, b] allora la convergenza é necessariamente uniforme.

Siano f,, non decrescenti (basta altrimenti considerare — f,,), e scriviamo
[fulx) = f(@)] = [max{fu(2), f(2)} — f(@)] + [max{fu(2), f(2)} = fu(2)]
Notiamo che  g,(z) := max{f,(z), f(x)}  ¢é continua , non decrescente e

0 < gn(®) = f(2) 2140 0 € 0 < gn(®) = fu(2) =nie 0V € [a, ]
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Si tratta dunque di provare che tale convergenza é uniforme.

Per assurdo: de>0:c¢c<m, = IP%T{ gn—f = gn(Tn) — f(T0), Tn —n—ioo To

(ove siamo eventualmente passati ad una sottosuccessione convergente della z,,).
Ora, Ve>0, 36.: |f(x)—f(y) <€ Va,y€rg—0,29+7]
Per n grande, z,, € [xg — J, 29 + J] e quindi, per monotonia,

my = gn(‘rn) - .f(xn) < gn(‘ro + 5) - f(xO - 5) —n—+4o00 0

contraddizione. Argomento analogo per g, — fi.
6 (Teorema di Dini 2)

Siano f, € C([a,b]), fu(2) —=n—too 0 Va € [a, b].
Se  fo1(x) < fulz) Vo € [a,b],n € N, allora f,, converge a uniformemente in [a, b].

Dimostrazione. Chiaramente le f,, sono funzioni non negative e
Jx, €la,b] : 0<m, = max f,(z) = fu(z,)
z€[a,b]

B man = fori(@ns1) < fal@ar) < ful@n) = my, ed Jzg,mp 0 oy — 5 too 0.
Fissato € > 0, sia f,_ (z9) <e€.  Siccome f, ¢é continua in xy € [a, b],
b0 fu (@) < fu(me) + € < 2 Vo € a,bN[xg— e, xo + O]
Quindi, per ny > n, tale che z,, € N[zg — d¢, 2o + ] , risulta
Mpy, = foo(Tny) < foo(@n,) < 26 equindi  my,, —pioo 0
e quindi, essendo m,, monotona, m,, —,_ s 0.

7 (Teorema di Ascoli-Arzela’)

Siano  f, € C*([a,b]) tali che sup | fu(@)| +|fi(x)] = M < 400
z€[a,b],neN
Allora  3ng:  f,, converge uniformemente in [a, b].



Schema di dimostrazione
(i) (diagonalizzazione di Cantor) Sia D := {z;: j € N} denso in [a,].
Allora Ja;eR, np <ngpr1: fo (@) mhmto @y YV

Infatti  |fu(z1)| <M = 3Foy, $1:N—-N strettamente crescente tale che

| fortmy(21) — S% Vk. Ugualmente,
oo, @2 | forteamy(z2) — o] < VE. Notiamo che si ha anche
|f¢1(¢2(k))($1) — ] < ﬁ(k) < % [terando, troviamo al passo j:
d¢;, a;: | for0.00,k) (1) — au] < % Vi, i<j

Basta ora prendere  np = (¢ 0...0¢)(k)
(ii) Sia  f(x;) = imy_ oo fn,(x;). Siha che

|f(zs) — fx;)] < Mlx; — x5 Vi, j

e quindi f si prolunga ad una f Lipschitziana (di costante M) in tutto [a, b].

Infatti | f(xi)—f(z;)] <
< | f(@i) = fu (@) + [fop (@) = fo, ()| + [fo (25) = f(25)] <
< Mz — x| + [f(zi) = fap(@)] + [fop(25) — f(z)], Vi, j

Basta ora mandare £k all’infinito.
(iii)  fu, —k—100 f  uniformemente in [a, b].

Infatti, fissato € >0, siano N > [ = [a+ (j — 1)%% a+ 552,
j=1,...,N. Seuxz € [a,b], allora x € I, per qualche j. Sia x; € DNI;.  Siha

fun(@) = F(@)| < 1 fu(@) = far(z)] + |fug(zg) — Fla)] + |flz;) — fla)] <
b—a

< QMT + | fur(z;) = f(2)]

equindi, da k> keryy = [fue(25) = F(@0)] < € segue | fu (2) = F(2)] < 2.



SERIE DI FUNZIONI

Date a,(z),z € E, la serie di funzioni >0° ; a,(x) converge puntualmente in
E se la successione delle somme parziali S, () := Y}_, a,(z) converge puntualmente
in F e si scrive

> an(z) = lim Y a,(x)
n=1 TS
SERIE DI POTENZE
Dati ag, a1, ...,an,..., x,x9 € R, la serie di funzioni
(SP) Z a, (x —x)"
n=0

si chiama serie di potenze in x — xy. Nel seguito, sostituendo eventualmente = — xq
con x, supporremo xg = 0.

Le serie di potenze hanno una peculiare proprieta: 'insieme in cui converge una
serie di potenze é necessariamente un intervallo. Cié segue subito dal criterio della

radice:
1 o
limsup (|z]"an))” <1 = > |a,2"| < 400
n n=0
1 o
limsup (|z]"an))” > 1 = > |a,2"| = 400
n n=0
Dunque
Proposizione.  Se r := (limsup |a,|)"! (3:= +o00, = :=0) allora
[o¢] [o¢]
] < r = Z\an " < 4oo, x| >r = Z|an;g”| = 400
n=0 n=0
Raggio di convergenza. r = (limsup |an\%)_1

si chiama raggio di convergenza e  {|z| < r} intervallo di convergenza.

|-%=—|  allora r = lim |-%=—|.
n+1 an+1

NOTA. Scesiste lim

Infatti [ =7 = |ap |7 — 1



ESEMPI (di serie di potenze).

1. i—%o n™ 2™ ha raggio di convergenza r = 0. Infatti (n")% =n — 400
2. %_Ojo ; 2" ha raggio di convergenza r = +oo. Infatti (":1) — —+00.
3. 2_:0 n® 2™ ha raggio di convergenza r = 1. Infatti (n®)% = (nw)* — 1
4. i—%o ”n—T 2™ ha raggio di convergenza r = % Infatti,

u i = ()

NOTA. Dagli esempi precedenti si vede che una serie di potenze pud avere
qualsiasi comportamento agli estremi dell’intervallo di convergenza. In 3.

se >0 la serie diverge in z = 1 mentre non converge né diverge in z = —1
Se aw € [-1,0), la serie diverge in = 1 e converge in x = —1
se « < —1  la serie converge assolutamente sia in x = 1 che in x = —1.
2 n" _ n™ 1
In 4., nz::OW ; +o0o perché, dalla formula di Stirling, = = NI
Infine, la serie converge in x = —g per il criterio di Leibnitz.

Serie uniformemente Convergenti. >0 an(x) si dice uniformemente con-

vergente in E se Sy, () := X}_, an(z) converge uniformemente in F
Criterio di Cauchy . >, a,(z) converge uniformemente in E sse
n—+p
Ve>0, In.: n>n,peN = sup|> aj(z) <e
LSS T

Serie totalmente convergenti. > °°, a,(x) é totalmente convergente in E se

Zsup|an )| < 400
n—1 €L

ESEMPI di serie uniformemente convergenti ma non totalmente convergenti.

L~

—_nn . .
L. Sea,(z)= T)’ é >>° | ay(x) converge, ovviamente uniformemente , ma

non totalmente convergente, perché é assolutamente divergente.).

2. sia f € C(R), nulla fuori di (0,1), an(z) := = f(z — n).
La serie di funzioni 3%, £ f(z—n) converge alla funzione S(x) che vale * f(z—n)
in [n,n + 1] e zero se x < 0. Inoltre la convergenza ¢ uniforme in R, perché

15(x) = Su(@)] = | Ejon 7f(@ = J)| < 37 sup[f] — 0.
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La convergenza per6 non ¢ totale, perché sup |an\% sup | f|-

Proposizione : la totale convergenza implica ’uniforme convergenza:
o n-+p n—+p n-+p
Sy sup |ag(x)| < 400 = | 3 aj(z)| < X aj(x)] < X suplan(z)| < Vr € E.
ek Jj=n Jj=n j=nzck

UN ESEMPIO IMPORTANTE:  una serie di potenze }_° , a,x" avente raggio
di convergenza r converge totalmente in [—4,6], Vo <r.

Infatti > 3°|an|d" <400 e sup |a,z"| = |a,|0".
|z|<d

Teorema .

(i) se a,(x) sono funzioni continue in E e la serie Y >°; a,(x) é uniformemente

convergente in F, allora S(z) := Y0 a,(z) ¢ continua in E.

(ii) se a,, sono funzioni integrabili in [a, b] e la serie >°0° | a,(z) é uniformemente
convergente in [a, b], allora S(x) := > 72 | a,(x) é integrabile in [a,b] e

/bgan(m)dx = g/ban(m)dx

(iii) se a, € C*(I), se la serie di funzioni Y°° ; a,,(x) converge in qualche punto
di I e la serie >0° ; al (z) converge uniformemente in I, allora

> da,

) = X T

n=1 dl’
La somma di una serie di potenze é una funzione C'.

Le a,(z) := a,x™ sono funzioni C* e la serie delle derivate k-esime

() X (4 | .
nn—1)...(n—k+Daa" "=y U —;'k)'aﬁkx]
n==k j=0 :

¢ anch’essa serie di potenze ed il suo raggio di convergenza ¢é

(limsup |n(n—1)...(n — k + l)anﬁ)_l = (lim sup \an\%)_l

n

UN ESEMPIO: o= ALy = 5 Ry e (—1,1),

(1—zx)k+1 dxk



