AM2: Tracce delle lezioni-III settimana

Integrali impropri: esercizi

Discutere la convergenza dei seguenti integrali ed eventualmente calcolarli.
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Gli integrali 1-7 sono assolutamente convergenti: gli integrandi sono
continui nei rispettivi intervalli di integrazione e vanno a zero per x tendente all’in-
finito, in 1-4 come =, con, rispettivamente, p = 2,3, 3,2, mentre in 5-6-7 decadono
in modo esponenmale. Effettuiamo ora il calcolo.
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4. Posto 4x?+1=t, siha [ m de = L[>t sdt = 5.

5. Siccome l'integrale é convergente, basta calcolare, per esempio,
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Integrando due volte per parti, troviamo
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6-7. Intanto, 1 =:[® e ®dr = [;7® e® sin’x + [;F* e cos?z dx.
Poi, integrando due volte per parti, troviamo
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Siccome cos(2z) = 1 — 2sin’z  deduciamo
+oo 2 +o0 3
/ e sinrdr == / e "cos?rdr = -
0 5 0 5

In 8-10 il criterio asintotico é insufficente e occorre argomentare diretta-
mente:
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10. Integrando per parti,
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Discutere ora la convergenza/assoluta convergenza dei seguenti integrali:

+oo 1 — 4si +00 gj +o00
1. / 37811”0 dx, 2. / el dr 3. / sinz® dx,
2 w3+ /z oz 0

+o0 +o0o +oo
4./ sin(e®) dx, 5. / r sinztdr 6. / sin(log z) dx
0 0 1

1—-4sinx 5 400 |1—-4sinz : : :
Al S = | PR | dz < 400 per il criterio del confronto.

2. Se a > 1, I'integrale é assolutamente convergente per il criterio del confronto.



Sia 0 < a < 1. Integrando per parti,
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ove l'ultimo integrale converge perché « + 1 > 1. Tuttavia la convergenza non é
assoluta; R dr > [T |22 dr = +-o0.

Se a = 0, I'integrale non converge. Se a <0, [ :=—a > 0, siha
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Dunque, se o < 0, [2°°8B3Z dr non esiste.
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3. Per a = 0 l'integrale non converge. Per a >0, posto z% =1, siottiene
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che, come visto, converge (ma non assolutamente!) se e solo se a > 1.
Infine, se a < 0, sinz® si comporta come x® per x grande, e quindi 'integrale
converge (infatti assolutamente) se e solo se av < —1.

4. Posto e® = t, si ottiene  [;" sin(e”) dz = [;"*° 22 dt che converge (ma
non assolutamente!).

5. Posto z* =t, si ha
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che, come visto, converge (ma non assolutamente!).

6. Posto logz =t, siottiene [Msin(logz)dz = [,*Mef sintdt. Dopo

due integrazioni per parti si trova
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INTEGRALI IMPROPRI

INTEGRAZIONE DI FUNZIONI NON LIMITATE
Definizione Sia f integrabile in [a,2] Yz < b, supy, |f| = +oco. Se
lim, - [ f esiste
[r=m [
si dice integrale improprio (o in senso generalizzato) di f su [a, b].
Se tale limite é finito, f si dice a integrale convergente (o integrabile in senso

improprio o generalizzato) su [a, b|

Definizione analoga se f, integrabile in [z, b], Y > a, é non limitata attorno ad a.

NOTA. In generale, lim, - [ f  non esisteré. Ad esempio, se
ze[—2,0)
.1 1

[T Edt = — f% * sinTdr = cos, mnon ha limite per z tendente a 0~.
Ldt

UN ESEMPIO FONDAMENTALE : = © convergente <& a <1
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Infatti a #1 = [[& = L(1-27 >, & sea < 1 mentre

1—a
ldt:

(1 ') — +oosea > 1. Inﬁne pera=1siha [} T = —logz —, - +o0.
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Definizione Sia zy € (a,b), f integrabile in [a,zq — d], [zo + ,0], VI >0
piccolo e supy, ;) |f| = +oo. Diremo che f é integrabile (in senso improprio)
in [a,b] seesolose [ éintegrabile (in senso improprio) in [a,zg] ed in [z, ]

e in tal caso
b ) b
[re=[ 1+
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sard I'integrale improprio di f in [a,].
Diremo anche che f ha in zy una singolarita integrabile.
Ovvia la definizione di [° f se f ha in [a, b] solo singolarit4 integrabili.

seesolose a < 1.

ESEMPIO. =z, é una singolaritd integrabile per f(x) =
Infatti, posto t=x —xy ,siha

ro+1 dx 1 dt
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In particolare, le singolaritd delle funzioni razionali sono non integrabili.

Definizione Se f:R — R, ¢ integrabile (anche solo in senso improprio)
in ogni intervallo limitato, diremo che f é integrabile in senso generalizzato

su R seesistono [ f = lim, oo & f e [° fi=limp. o [OF e

scriveremo
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Se I é un intervallo illimitato, aperto o chiuso, la definizione di integrabilitd in
senso improprio su I si da in modo analogo.

Esempi.
1L [ e?ds = [ e de + [°_ e de = /7.
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Definizione di assoluta integrabilita. Se |[f| ¢ integrabile (in senso im-
proprio) sull’intervallo I, f si dice assolutamente integrabile su I.

NOTA Se f é integrabile in ogni [a,b] C I, [ intervallo aperto, limitato od
illimitato, é
sup I b
[ = s [C1]
inf I [a,b]CI Ja

equindi [P |f| esiste sempre, finito od infinito.  L’assoluta integrabilité

potra scriversi nella forma

sup
L1 < oo
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Condizioni di integrabilita.
Criterio del Confronto Siano f, g integrabili in [a,2] V z < b. Allora

@) [f(@)] < lg(@)| Yo elab), [;lgl < +oo = JJIf] < +oo



(i) gl <If Yoelab), J;lgl = +oo = [ |fl = +oo
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Corollario .

(i) IM >0, a>1: 0 < [fl(x) < # Vzelab) = [°|f] < +o0

(i) 3M >0: [fl(z) > My, YVaelad) = [ [f] = +oo
Integrabilita e comportamento asintotico.

(i) 3a>1: o —=b*f(x)] =4y ¢ < +00 = [/[f] < +o0

() 2= bf@)] =0 ¢ >0 = JPIf] = +o0

I criteri sopra esposti sono infatti criteri di assoluta integrabilita.
La rilevanza dei criteri di confronto é descritta in particolare dal fatto seguente

L’assoluta integrabilita implica I’ integrabilita
b b
/ |lf] < 400 = 3 / f
Questo fatto é a sua volta una conseguenza del

Criterio di Cauchy. Sia f integrabile in [a,z] V2 <b. Allora

b T
= /f & (Ve>0, Jz.: 2z <21 <220 <b = |/2f|§6)
a 1

che altro non é che la condizione di Cauchy perché esista finito il limite, per x
tendente a b=, di F(z):= [ f. Infatti : F(xo) = F(z1) = [;7 f.

Ed allora,se [7|f] < +o00, equindi [’]|f| soddisfala condizione di Cauchy,
anche [ f soddisfa la condizione di Cauchy, dato che | [ f| < [ [ |f] |

NOTA. Una f pud essere integrabile senza essere assolutamente integrabile.
1

Sia, ad esempio, f(t) = ; sin%, t € (0,1]. Posto% = s, troviamo
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Dungque lintegrale converge, ma [y |1 sind|dt = ["° |#22]ds = +oo0.

Esercizi. Discutere la convergenza dei seguenti integrali, ed eventualmente cal-
colarli.
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1. La funzione \/117 ha due singolarita di ordlne = e quindi integrabili, in

r=1r=-1 Siha [} #% = aresinz |1 =7

2. fg sinz_ -dr = f+°° ﬁ dx  Dunque l'integrale é convergente e, per

disparita, vale zero. Ma, facilmente, la convergenza non é assoluta!

3. La funzione f(z) := 27! (1 —z)9"'  ¢é continua in [0,1] se p,q > 1.
Se p<1, f haunasingolaritd in x =0, che é integrabile sse p > 0.
Se g <1, f haunasingolaritdin x =1, che é integrabile sse ¢ > 0.
Dunque l'integrale converge sse p,q > 0.

4. La funzione ﬁ ha in z = 1 una singolaritd di ordine ¢ (infatti
g x

logz = ©—1 + o(Jx —1|) per x vicino ad 1) e quindi 'integrale diverge se ¢ > 1.
Sia quindi ¢ < 1: in tal caso la singolaritd in z =1 ¢ integrabile.

Se p>1,¢6 - osTs < x—p per x > e, e quindil integrale converge.
+o00 d. _ log' Tz 4+ _
Infine, p< 1 = [ zplogqx > 77 gieers = (B=0) T = +oo.

Dunque l'integrale converge sse ¢ <1lep > 1.

5. Siccome cosx  va a zero come 1 —x per Che tende a Z, la funzione

1 +oo.

cos T

ha in z = 7 una singolaritd non integrabile: fO
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6. Siccome log(1 +\/ lz|) = \ﬂx\ + O(\ﬂxD, e —1 = x+o(x) perz
g(l+\/:c ‘

vicino a 0, la funzione | =g L

¢ in z = 0 un infinito di ordine 5 ed ¢ quindi

assolutamente integrabile: fo |10g651,:z\/;x | dx < +o0.

7. Intanto fog |log(sinz)| dz < fog (Jlog(222)| + |logz|) dz < +oo.
Calcolo dell’integrale: posto x =2t, siha

/5 log(sinz) de = Q/Z log(sin 2t) dt = glogQ + Q/Z log(sint) + log(cost) dt
0 0 0

Ora, siccome cost = sin(} — t), posto s=7 — t otteniamo

2
s

/Z log(cost) dt = /Z log(sin(g —1)dt = — /Z log(sins) ds = /5 log(sin s) ds
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e quindi

SIE]

/ log(sinz) dx = g log2 + 2/5 log(sinx) dx
0 0
e quindi

s

/2 log(sinz) de = i log 2
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> ha singolaritd integrabiliin z =1,z = —1 ed é quindi

8. La funzione

=g
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integrabile in [0,1].  Poi, posto = sint, siha
L xn 3
———dr = / sin” t dt
/0 V1—2? 0
9. fol x® log" x dr converge sse o« > —1.
Calcoliamo I, = [y 2® log"z dr, a> —1.
Intanto, integrando per parti,
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Poi, di nuovo integrando per parti,
I, = /1 Lo+ wdm = —(a+1) /1 z® log"™ dx
0 T 0 n+1
e quindi
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