AMZ2: Tracce delle lezioni-II settimana
INTEGRAZIONE PER PARTI: FORMULE ITERATIVE
Un esempio di integrazione per parti iterata:
Josinte ™ dt = — [ ae™ costdt + (— coste™™)|f = —a [y e costdlt +e " +1
Jo coste™dt = a [y e “sintdt +e *sint|] = a ;e “sint dt.

Dunque  [sinte ™ dt = —a® [Jsinte ®dt + (e7* +1) e quindi

€—a7r _|__ 1

/ sinte % dt =
0 1+ a?

Stabiliamo ora alcune utili formule iterative:

1. Se F,(z) := [y t"e " dt, é F.(x) = nF,_1(z) —z"e™®

2. Se S,(x) = [y sin" tdt, é Sp(z) = (1=4)S,o—Lsin" "z cosw
3. Se Cp(x) :== [y cos™tdt, é Co(z) =(1—=2)Cpa+ L cos" 'z sinx
4. Se I,(z) == [y HtQ é Ly = 221, + T
Esecuzione dei calcoli: 1. fytteldt=n fyt" et 4+ a"e”

2. [ysin"tdt = [§sin" M tsintdt = (n—1) [} sin®"? ¢ cos? tdt—sin" " z cos x

n/ sin"tdt = (n— 1)/ sin"?tdt — sin" 'z cosx
0 0

3. Come in 2).

x 2 T
4y 1+t2 = —ft dt 1+t2 mdt + (1+t2 wlo = 2n g (1+tt2)n+1 dt + a2 —
2n f(ﬂ(lﬁﬂ)n T e et At + (ETaDn =

@ t @ t T
2 / ——dt = 2n—1 / ——dt —_.
"o @t ) Cn=V | azepdt T

Presoin2) =75, siha S, := S,(5) = [?sin"tdt = ”T_lSn_g e quindi



3 m 2n — 1! 3 2n!!
Sop 1= /2 sin?tdt = — ———, Song1 = /2 sin®" e dt =
0 0

2 2nl! 2n + 1!
ove 2n—1l:=1x3x...x(2n—-1), 2nll == 2x4x...Xx2n
(n!!,  sopra definito per n dispari, pari, viene chiamato  semifattoriale).
s 2n!! 1 1
La f la di Walli = = 2 O(—
a formula di Wallis 5 [2n—1!!] ot 1 + (n)

. Son n
Prova: 0 < sinzx <1 Vzel0,5] = S,>S54 = S§n+i > Sfjﬂ > 1.

Son— —1n "
Da on—1 __ 2n+1 Son  __ 2n—112n41!! 7w segue

Sont1 2n Son+1 2n!! 2n!l 2

bl > 22U12(2n + 1)2 > 1 equindi 2(2n+ 1)[ZH2 =14 0(2)

2n 2n!!

]

NOTA. Wallis = lﬂ—Z%@n+DE—%O%H: il (14 0(1)) =

2n—11

2ol T +O(1) 7r2n—1” 1
2n+ 111\ 2(2n +1) ns’’ ol 2n+1 %

Proviamo infine, come applicazione dell’integrazione per parti, la

Formula di Taylor con resto integrale . Sia ¢ € C*°([0,1]). Allora,

¢“>:w“”+@}9*“~+xni1y¢m*“m+(z%7ﬁ471—””%¢“““ﬁ (T),

Dimostrazione. (T); é il TFC: ¢(1) = ¢(0) + [y ' (t)dt. (T); si ottiene da (T);
mediante una integrazione per parti :

[ = [(a-ng 0 - 0-050 k= [(1-0"0)d + 0

Analogamente, (T),.1 segue da (7T'),, mediante integrazione per parti:

1 1 1
[ de = [ = G @) e e(0)

nl

1
(n—1)!




INTEGRALI IMPROPRI

INTEGRAZIONE SU INTERVALLI ILLIMITATI

Definizione Sia f integrabile in [a,z] Y2 >a. Se lim, . o [; f esiste

+OO :hm/f

a T—+00

si dice integrale improprio (o in senso generalizzato) di f su [a, +00).
Se tale limite é finito, f si dice a integrale convergente (o integrabile in senso
generalizzato) su [a, +00)

NOTA.

In generale, lim, 1 [ f non esiste (ad esempio, se f(z) = sinz) e non ha
quindi significato in generale la scrittura [ f.

Tuttavia, se f é non negativa,da [Y f = [T f+ [Y f> )5 f sex<y
segue che lim, ., o, [V f esiste sempre, finito od infinito, e quindi é sempre definito

+OO :hm/f

a T—+00

L’integrabilita per funzioni non negative si potra scrivere nella forma

+o0
f < 4+
oo it
UN ESEMPIO FONDAMENTALE : / C< 40 & a>1
1 (07
Infatti, o #1 = [f2 = L (@7 -1) 5, 4o -7 se @ > 1 men-

-« T dt

tre 7= (2'"*—1) — +oose a < 1. Infine, per & = Isiha [ % = logz —, 10 +00

ALTRI ESEMPI

“+oo _ T
1) 0 1+zt2 dt = 2
2) [ ane™® =n!



3 foo " dt =
) fO (1+t2) +2

+oo dt o 1
4> 0 (A4e2)ntt T (2n+1) + O(_g)

Esecuzione dei calcoli.

+oo 1 _1; z _ 7

2) Sian=1  [jteltdt = [fetdt — e —, 1ol
Poi, da [f t"e7tdt = n [f t" LeTtdt — 2" e —, i nfy T " Let dt segue

+o0o “+oo 1
/ e tdt = n/ tleTtdt =
0 0

3) Posto t = sinhs siha
T tn_l
[
0 (1+412)=

/sinh—lx sinh™ ! s o /sinh_lx sinh s n—li sinh s d 1 [sinhs]n |Smh L(z)
0 0

cosh™ ! g

S =
cosh s ds‘cosh s n cosh s

T n 1

1
n [\/14—3:2] T

4) Sian=1. [f7 (1+t2 =3 ls (1itt2) + 2(1—5&0-902) —ytoo 3 5

Poi, da

/r dt _ 2n—1 / dt n x
o (1+82)»+ —  2n  Jo (1+2)» = 2n(1 +a?2)"

2n—1 / dt
H _—
TR on Jo (1422

segue

/+°° dt _2n—1/+°° dt _2n—1!!7r_ T +O(1)
o (T+e2)ntt — 2n Jo (14 2nl! 2 \[202n+1) ns
Alternativamente, posto ¢ = tan s, si ottiene: 0+°° (1+td2'3n+1 = fog cos® s ds



—+o0
L'INTEGRALE DI GAUSS: / e dy = ?
0

Il calcolo dell’integrale di Gauss si pu6 effettuare utilizzando la formula di Wallis.

Cominciamo con la diseguaglianza elementare

1
* l—2 < e < \4 0
(%) et S oo, Va2
La diseguaglianza di sinistra, valida per z = 0, segue da %[e_m—(l—m)] =—e "+12>

0, Vz > 0. La diseguaglianza di destra, equivalente a = — log(1 + z) > 0, segue da

Ll —log(l+2z)=1-15>0, Vz>0.

Sostituendo z con z? in (x), elevando alla n ed integrando, si ottiene

1 +00 +00
/ (1—2*)"dr < / e dy < / L
0 0 o (1+=z2)n

Effettuando il cambio di variabile z = ﬁ in [ e "*dx, otteniamo

f/l(l Hndr < /+OO Pt < f/m dr
n — 2*)"dx e n e
0 —Jo - o (1+a2)n
Ricordiamo che  [;™ (1ﬁ;2)n = 1/52 4 o(ﬁ)

Inoltre, effettuando il cambio di variabile x = cost, otteniamo

3 2nl! T 1

1
1— 22\d :/ 20t g — _ T S
/0( ) "dx - sin +O(\/ﬁ

2n + 11! 2(2n + 1)

)

ove l'ultima uguaglianza segue dalla formula di Wallis. Riassumendo:

nm +o0 2 1 2nm
_ "L </ < - 1
donty T WS A s gy o)

Passando al limite per n tendente all'infinito si ottiene [;F e=** dz = ¥T.



Condizioni di integrabilita.

Criterio del Confronto Siano f,g integrabili in [a,2] V = >a, g > 0.
Allora

(i)3IR>a: |f(z)] < glx) Vo 2R, [[¥g < +o0 =  [[*]f] < 400
({i)IR>a: 0<g <|fl| Vo> R, [[*g =400 = [*|fl = 40
Infatti:  (0): 7' [f] < L1+ J8™ g Yo (D) Jg ] 2 S5 9 —eioo +00
Corollario .

1) IM,R>0,a>1: 0 < |fl(z) < £ V>R = [ |f] < +o0

(i) IM,R>0: |fl(z) > X, V>R = [ |f] = +o0

Integrabilitd e comportamento asintotico.

1) Ja>1: 29f(2)] 2smieo ¢ < +00 = [Z|f] < 400

(i) 2|f(@)] —omtoc € > 0 = [TZ|f] = +00

I criteri sopra esposti sono infatti criteri di

Assoluta integrabilita Sia f integrabile in [a,x] V& > a. f si dice
assolutamente integrabile su [a, +00) se
+oo
[l < oo

La rilevanza dei criteri di confronto é descritta in particolare dal fatto seguente

L’assoluta integrabilita implica I’ integrabilita

/a+oo|f\<+oo = 3 /a+oof

Questo fatto é a sua volta una conseguenza del

Criterio di Cauchy. Sia f integrabile in [a,x] Vz > a. Allora

+oo z
= / f e Me>0, Fz.: 2. <11 < 299 = \/2f|§6)

6



che altro non é che la condizione di Cauchy perché esista finito il limite, per x
tendente all'infinito, di F'(z) := [ f. Infatti : F(xy) — F(x1) = [;7 f.

Ed allora, se [ |f] < +oo, e quindi [ |f| soddisfa la condizione di Cauchy,
2SI
1

J; f soddisfa la condizione di Cauchy, dato che | [

anche

NOTA. Una f pud essere integrabile senza essere assolutamente integrabile

CONTROESEMPIO 1. f@) = 24 E i (@)
(funzione che vale % in [n — 1,n) e zero in (—o0,0)).
W [T =+ ) am [Cr =y E)
i = 40 ii im =y —
0 ’ z—+00 Jo ~ n
ool __ 400

Infatti:  (4) Iy 1fl = fo[r] |fl = Zf}zli rotoo 21y =

(@) Jy f=R"F+ 5 f=

(="

[I] (—i)” + f[fc} f 7 r——400 ETOO

perché [ Jim F1< %M — o0 0.
CONTROESEMPIO 2. f(t) = sixt
(7) / ‘%nﬂ dt = +o0, (11) 11111 %nt dt esiste finito
T—100 1

Prova di (i). Sia I :={z € [0,7] : sinz > 3},

I(I,)=1(I)>0 VneNe !%| > ﬁ, Vx € I,,. Dunque

too sint 0°+°° 1 R
) at / — o Bdt > ()Y — = +
i S 2 DX 5 = oo
Prova di (ii).
sin t cost cost oo cost
[t - [t St
1 t 1 {2
COSt‘ < l+OO ;iQt < 400.

Infatti [;"]|<5%| dt < +oo perché |



