V ESERCITAZIONE DI AMI1B

1. CALCOLO DI LIMITI DI SUCCESSIONI
Esempio 1.1. Siano z,, — oo, R> a #0, k € N.
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Nell’ultimo passaggio si ¢ utilizzato il limite notevole — 1 ed il teorema ponte

x
applicato alla funzione continua f(x) = (1 + i) .
Ad esempio si ha
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Esempio 1.2.
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Esempio 1.3.
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Esempio 1.4. Sia a # 0, vogliamo dimostrare che lim,, . o (cos(%))" =1
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2. SUCCESSIONI PER RICCORRENZA

Esempio 2.1.

a; = g

Gp+1 = sina,
Osserviamo che, se x > 0, 0 < sinz < z. Proviamo per induzione che 0 < a,, < 7.
Poiché la base induttiva é immediatamente verificata, supponiamo vero il risultato

per n e proviamolo per n + 1. Si ha

. ™
0 < apy1 =sin(a,) <1< 5

Inoltre a,4+1 = sina, < a, perché 0 < a,. La successione risulta quindi decrescente
e limitata dal basso e dunque ammette limite. Poiché sina, = a,1, calcolando il
limite ad entrambi i membri, si ha che

l=sinl=1=0
Esempio 2.2.
apt1 = (ap)®=t n>2
aop, a1 € (0,1)
Si dimostra per induzione che a,, > 0Vn; infatti la base induttiva é chiaramente
verificata. Supposta vera l’asserzione per n proviamola per n + 1. Si ha che
apt1 = (ap)*t >0
Analogamente, procedendo ancora per induzione, si verifica che a,, < 1Vn (infatti
apt1 = (an)* -t <1 se a, e a,—1 sono entrambi minori di 1). Osserviamo che la
successione é crescente: essendo infatti a,, < 1, si ha che
Gpy1 = apg"t > ay,
Passando al limite per entrambi i membri, otteniamo allora

I=l'=e =M S mi=Inl= (In)(I-1)=0=1=1

Esempio 2.3.
_x
a; = 4
Apy1 = ap" "
Si osservi che, se z > 1, allora z*™% < 2, mentre se 0 < z < 1, 251" > 2.
Dimostriamo per induzione che 0 < a, < 1 per ogni n. La base induttiva é

chiaramente verificata. Supponiamo 0 < a,, < 1. Allora
ant1 =ap" o <1

Si ha quindi 0 < sina,, < sin1 per ognin. La successione risulta inoltre crescente:
Ont+1 = a3 > a, perché 0 <a, <1e0 <sina, < 1. Passando al limite per
entrambi i membri, si ha

I=rt = e = et ol = sinlinl = 1= 1.

Osservazione 2.4. sinl = 1 non & soddisfatta nel dominio considerato.
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3. LIMITI DI FUNZIONI

Esempio 3.1.

) sinz (cosz — 1), 4, 1
1 — (" =1) | ==
w%( 3 cos?x (@ ) 2
Il risultato segue dal fatto che
sin x cosz — 1 1 z*-1
-1 — — —— — —1
T z2 2 cos?zx
Esempio 3.2.
lim (z —sin®zlnz) = +o0
T— 00
infatti (z — sin?zlnz) = z(1 — ““2%) e
.2
sin” z ln x 0
x
Esempio 3.3.
1 t
lim ( n fz| + arctan || sin?(z — 1)) =0
r—1 x—1

E’ sufficiente osservare che In|z| — 0 arctan|z| —

) .
—1 —1
Smx(f 1 ) = Smx(l; 1 ) sin(fx —1) = 0

i
4 [§]

Esempio 3.4. Sia
2042 se x <0,

0 se x =0,
xTr) =
f@) Inx se 0<x<1,
ﬁ se x> 1.

Calcoliamo i seguenti limiti.

lim f(z) = lim 2z 42 =2;
z—0~ z—0~

i, 1) = Jim, Inz = —oc;

lim f(z) =Inz =0;
r—1—

li =1 =
et /(@) oz 1 %
lim f(z) = lim Inz = 0;
rz—1— r—1—
lim f(z)= lim 2x+2=—o0;
Tr— — 00 Tr— —00
li = I =0.

Osserviamo che la funzione é continua su tutto R tranne che in 0 ed 1.
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4. ESTREMI INFERIORI E SUPERIORI

. . 2n sin
Esempio 4.1. Sia a,, = Z;Tln > 0.

1 7r . 1
0<—-—<1<—==sinl>sin—>0
n 2 n

Quindi lim,,, y o @, = 0 = inf a,, = mina, = 0.
Osserviamo che

2
" clem<nitlentt+l-2>0e (n—1)%>0.
n?+1
Quindi
2n
—— <1
s Vn
Percio
2n sin +

WL S

D’altra parte se n =1, a; =sinl1 = supa, = maxa, =sinl.

Esempio 4.2. Siano E={z €R |z =(-1)"a ",n € N,n > 1}, con a > 1.
F={a*k>1}e G={-a?"1k>1}

Osserviamo che ' = F UG. Gli elemmenti di F' sono positivi mentre quelli di G

sono negativi. Sicché

1 1
infE=infG=-— e supE=suplF=—
a a



