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Soluzione.

a) Calcoliamo la funzione generatrice dei momenti Mx (t) = E(e'X) :

o0 1 T 1 o0 1
Mx(t) :/0 etxﬁxe_§ dx = ﬁ/o ve (1797 4.

2
Moltiplicando e dividendo per (é — t) otteniamo

=10 1 g, G0 1
Mx(t) = 992 /0 (%_t)Qxe (5=t)= gy = 692 :(1—159)2'

Inoltre sappiamo che E(X*) = 4 My (t)‘t_o, quindi:
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E(X)= —Mx(t i — - = — 920
=G X(>t:0 dt (1—10)?|,_, (1—t9)3’t=0
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B(X?) = S Mx() =] =

da cui si ottiene che la varianza ¢ data da
Var(X) = BE(X?) — E*(X) = 66% — 46* = 20°.

b) Dobbiamo mostrare che la densita fy(z) = %x exp {—%} appariene alla famiglia espo-

nenziale ovvero si puo scrivere come d(z) exp{c(0) + a(0)t(x)}. Infatti si ha:

fo(z) = zexp {—210g(9) — %x} ,

e ponendo d(x) = z, ¢(0) = —21log(f), a(f) = —3 e t(x) = x concludiamo che la densita

fo(z) appartiene alla famiglia esponenziale.



c¢) La distribuzione congiunta del campione Xj, ..., X, ¢ data da
fo(z1,...,2,) = Hf@(l’z) = Hxiexp{ 2nlogh — — sz}
i=1 i=1 i=1
e visto che fy(x) appartiene alla famiglia esponenziale si ha che T'(X) = Y11 ; X; ¢ una
statistica sufficiente per 6.
d) Calcoliamo la funzione generatrice dei momenti sfruttando 'indipendenza delle
variabili X1,...,X,:
n n n 1
Mpx)(t) = F <exp {tZXZ}> =F <H etXi> =1IE (etXi) =
=1 i=1 i=1 (]. — t@)
Questa ¢ la funzione generatrice dei momenti di una Gamma(2n, ), quindi si ha che

T ~ Gamma(2n, 3)

e) Calcoliamo la media di X:

1 1

— Z E(X;) = —n20 = 20.
n: n

Da questo si deduce che la media campionaria non € uno stimatore corretto per #, nonos-

tante cio e possibile correggerlo dividendolo per 2:

X 1= 1
7Z:1 v = — = — =
E< o ) S EX) =520 =0.

f) Poniamo T*(X) = %, per definizione si ha che

MSE (T*(X)) = Var (T*(x)) — Bias® (T*(x))

ma Bias (T*(x)) = E(T*(X)) — 6 = 0 in quanto lo stimatore & corretto. Quindi per

I'inidpendenza si ha

1 & 1 & «92
MSE (T*(X)) = Var (T*(X)) = — > _Var(X;) = —; Z
4n? = 4n? =
g) Per vedere se lo stimatore ¢ UMVUE calcoliamo il Lower Bound Cramer-Rao
, che per uno stimatore corretto e dato da = ove
LBCR), ch i ¢ dato da LBCR = 1(9 d

1(0) = —nFE (j; In fo(x ))
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¢ 'informazione di Fisher. Ora

d2 In fo(z) = d<_2+£> 2

ag2 7! o\ 9" e 02 93"

Quindi ) ) ) A )
X n n n
10) =i (m-5) =g tg-g

e LBCR = %. Essendo uguale all’ M SE dello stimatore deduciamo che esso ¢ UMVUE

h) Applicando la definizione di media

1 ©]11 1 /=1 1
Blx)= [ g tar=g [ geidr=g

qumdl - € uno stimatore corretto per —:

P(IE ) -tye(l)-Lre

=1
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