AM2: Tracce delle lezioni- XII Settimana

INTEGRALI DIPENDENTI DA PARAMETRO

DIPENDENZA CONTINUA

Sia f € C((ty — d,to + 6) x I), I intervallo (aperto o chiuso, limitato od
illimitato). Supponiamo (ipotesi di equidominatezza)

3 ¢g integrabilein TI: |f(t,z| < g(x) Vi, x. Allora
t— /f(t, x)dx é continua in (to — d,to + 9)
T
Prova. Grazie ad Heine-Cantor, t, — t = f,(z) := f(t,, ) converge uniforme-
mente sui sottoinsiemi chiusi e limitati di I. Cid, insieme alla equidominatezza,

assicura che [ f(t,,x) dx — [ f(t,z) dx.
T T

NOTA Se I é chiuso e limitato I'ipotesi di equidominatezza é automaticamente
soddisfatta.

DERIVAZIONE SOTTO SEGNO DI INTEGRALE.

Sia f € C((ty — d,to +9) x I), I intervallo (aperto o chiuso, limitato od illim-
itato). Supponiamo che

% esiste ed é continua in (tg — 0,79 + ) X I.  Supponiamo inoltre che
1 ¢ integrabilein [I: |fi(t,z| < g(z) Vi, =x.
Allora t— [f(t,z)dx é derivabile Vit e
T
d of
E/f(t,x) dxr = a(t,x) dx
1 T

Prova. Sia[a,b]CI. E ft+mz) — f(t,z) =
- 1
Jip @+ stalds = fta) + filt)r + 7 [[fle+5m,2) = fi(t,2)] ds
0 0



1
La continuitd di f; assicurache 1z — [[fi(t+s7,z)— fi(t,z)]ds é continua
0

1
e (fissato €) | [[fe(t + sT,x) — fi(t,x)] ds| < € Vzx € [a,b] se T é abbastanza piccolo
0

(Heine-Cantor).  D’altra parte, possiamo pensare di avere scelto [a,b] in modo
che

1
/ [/\ft(t-l—ST,x)—ft(t,x)\ds]dac <2 / g(z) < €
I\[a,b] O I\[a,b]

1
Dunque I [1fe(t + sT,x) — fi(t,z)] ds| = o(7), e quindi
0
/f(t—i-T,a:) dr = /f(t,x) dz + T/ft(t, z) dz + of)
T T T
cioé t— [ f(t,z)dx é differenziabile e ha per derivata t — [ %(t, z) dx
T T

ESEMPIO. f(t,z) = 22 ¢~ fi(t,2) = —sinze ™, t > 0, z € R sono
continue. .
Inoltre t > ¢, >0 = [f(t, )| +[fi(t,2)] < e ™ e [ e™dy = .
0

d +oo +oo "
Dunque L [ Bty = — [ e Psinzdx
0 0

Siccome, integrando per parti,

+00 +00 0o
/e_msinxda: =1-1 / e ®eosxdr = 1—12 / e @ sinz dx
0 0

o

otteniamo

CONVOLUZIONE Siano f,g: R—= R, ¢ € C§° f integrabile. Allora

(f +¢)(a /fx— = /f (=) dt = (px f)()

¢ C* e o o
%
o)) = (@



Prova. La prima affermazione segue dall’invarianza dell’ integrale rispetto alla
traslazione e alla riflessione:

70f(x + h)dzx = 70f(m)dx, 70f(—m)dx = /Oof(m)dx

ovvero, effettuando il cambio di variabile ¢t =z —y.

Si pu6 dunque derivare sotto
segno di integrale, giacché cé’ equidominatezza:

k
'% Bz —1) = [f(t) g™ (@ —1)| < alf(t)], e = sup|g®(z)]
z€R

Se f é anche continua, siamo infatti nelle ipotesi del Teorema precedente. Ma

anche se f non é continua, vista la forma speciale (cioé f(t)g(x — t)) 'argomento si
applica immutato per concludere che f % ¢ é derivabile, e cosi via.

REGOLARIZZAZIONE PER CONVOLUZIONE

+00
Sia ¢eC, >0, [ ¢x)de =1

(¢ nucleo regolarizzante).
Sia .(x) == Lp(2).

(successione regolarizzante)

Sia f continua. Allora

f*pe =0 [ uniformemente sui limitati

Prova. ve(r) =0se |z|>€ e +foog0€(x —y)dy =1 =
+00
sup |f(z)—(f*pe)(@)| < sup [ [f(z)—f(y)lpe(z—y)dy <  sup  |f(z)—f(y)|
jal<R jal<k ) 2/<R, le-yl<e
Ma

sup  |f(z) = f(y)| =es0 O, perché

|z|<R, [z—y|<e

f é uniformemente continua in [R — €, R + €.



COMPLEMENTI

L’integrale di Dirichlet

sin x ™
/ dr = —
T 2
0
Gia sappiamo che
+oo . +oo . +oo
sinz _ sin x sinz  _
/ —— e %dr =0 / dz, / e dr =100 0
x x x
0 0 0
+oo . o .
d sinz _,, 1 L sinz  _,.
— —— e Ydr = ——— e quindi —— e ®dr = —arctant +c¢
dt J 1+1¢ ;o

Necessariamente ¢ = 7, come si deduce mandando ¢ a +o0, e quindi, mandando
t a zero, si ottiene il risultato .

La funzione I' di Eulero

[(s) == / et dt, s>0
0

tl—s

1
La funzione T é definita in (0, +oc) perché [-2 < 400 Vs >0 e ettt
0

va a zero, per t che va all’infinito, pii rapidamente di ogni potenza di % Inoltre,
0<s<1<3 s€ls3] = e <t xput) + 7 Xt00)(t) VE
cioé t*7'e~! é (continua ed) equidominata (per s € [s,3]) da una funzione

integrabile e quindi, I'(s) dipende in modo continuo da s.

Siccome Z2t*"'e™" = t*'logte™ & ugualmente continua ed equidominata,

[' é derivabile, con T'(s) = C}ot“l logtetdt, s> 0. T éinfatti C*°. Ad
0

o0
esempio, ["(s)= [ ¢! (logt)?e tdt (T é strettamente convessa).
0



(i) T(s+1) = sI'(s), T'(n+1)=n! Integrando per parti: [ t* e 'dt =
0

I g" et dt +limy_y o0 £ e7*[I_,. Inoltre, I(1) = f etdt=1
Segue in particolare che: [(s) = F(SH) —s_50+ +00.
o
Infine, [(s+1)> f tetdt = s°e™ =, 0 +00.

i) T(s+1) = s*tle f e~ *(r=lg7=1) dr Segue dal cambio di variabile

&) o o0
t=sT: / e tdt = s / ¢ Tsdr = s°t! e’s/ eS108T g 5T HS
0 0 0

Il Teorema di aprossimazione di Weierstrass.

Sia f € C([a,b]). Allora esiste una successione di polinomi che converge uni-
formemente ad f in [a, b].

Sia [a,b] C [-£, &], e indichiamo ancora con f un prolungamento continuo di f
a tutto R, tale che f=0 fuoridi [-%R,2R]. Sia
+00 R
pa(@)i=co [ FQ) IR = @—y)dy, e = ([[R? - ) ap)”
%o “R
Notiamo che  p, = f*xp,, @u(t) = R(W;ﬂ)n. L’effetto regolarizzante della
J IR — 2] dt
-R
convoluzione é in questo caso il seguente: i p,(z) sono polinomi.  Infatti
2n %R
R =) = L anly)a* = / WIF = (@-yT = Yo" [ fwaly)dy
k= k=0 3,
3
La proprieta cruciale dei nuclei ¢,, é la seguente:
R
R [ en(t) dt
/ on(t) dt =1, e S 0, V>0
~R [ en(t) dt
0
Infatti )
R 2\"
R — g (=) ds 5 52 \"
I ) _ % <(1—ﬁ)(—ﬁ)
R 1 n — [ + O(L)
[(R? — ) dt (1 — s2)" ds 2(2n+1) Ve
0 0



Proviamo ora che
pn converge uniformemente ad [ in [-% £

R 2 R R 2
(notache || <3 = -R<r—-iR<-3<0<3<z+:R<R).

Sia M :=sup,cg|f(z)|- Scriviamo

T %R
1@) — pu@)] = lea | f@)[RE — 7t - c, ] flo =) [R? =" di] <
-R :cf%R
w—|—§R z—%R R
o [ 1f@=fa-OlR = dreM | [ R -2rd+ [ R -2
m—%R —-R x—i—%R

Ora, feCy(R) = [ é uniformemente continua = Ve 3¢, :

t|<de = |f(x)—flx—1t)|<e Vz = cn/|f flz—t)|[RZ—]"dt < ¢
*(Se

R
Dunque |f(z) —pn(z)| <€ + 4Mc, [[R*—t*|*dt. Ma, come visto
de

R
o [[R*—t*]"dt = 5100 0 equindi limsup, [sup |f(z) — pn(2)] ] <e Ve>0.
% 2<%

La formula di Stirling

['(s+1) [R/e 2dt+o)

Ricordiamo che T'(s+1) = s*tte™® [e*¥(dr, (r) := 7—logT —1. Sitratta
0

, per s — +oo

quindi di provare che

I(s) := fe_sw(ﬂ dr = \[ L/ T dt + o1)

Scriviamo  I(s) = I1(s)+1(s)+I3(s) = f “e VM dr 4 f e ¥ dr+ f e ¥ dr
—€ 1+¢




Per stimare gli I; utilizziamo le seguenti proprieta di ¢:

P'(r) < 0 V7r(0,1),

P(1) =4'(1) =0, (1) >0 Vr>1
T—1] <<1=9(1) = 3(r—1)> + O((1—1)*).  In particolare, Ve € (0,1),
e~SV(T) < g vll-9) < e~15 Vr ¢ (0,1—¢), e =5 < ems¥(4e) < e"15¢ Yr> 1+e€
Segue subito

2
, Iy <(R—1)e 1°¢ + Z¢ s
S

R tale che (1) > L, VT >R e

R (o)
L= [ e™Odrt [ e dr
1+e R

T=1+te, o0 = \/ste otteniamo

1 22 Vse )
st”e” € " o2 o
I, :e/e_stzez es[ 3 —Y(+t )] gt — 1 / e‘TQ 65[26 ¢(1\/g)] do
4 Ve

—\/S €

Infine, effettuando i cambi di variabile

a 0'3
= — 1/1(1-!-%)] | <es|Zzl <cesé

Se e=¢(s) = s% 6>3 abbiamo |s[‘r2
e quindi equidominatezza:

Ora, |o]<Vse = [Fl<e = s[5

2 1+ )] <es ¥ <o

2

- sl —p1 o2
€ 7 X[—vsevsd € [25 . ﬁ)] <ce 2
Se chiediamo anche

0 < %, cosicché
1

VS € =i T00 € quindi X(_ s, 54(0) =
, Vo, concludiamo allora che V5 Ih(5) = 400 [ €77 do.

R
Osserviamo infine che con la scelta e = s7, § € (

11
via 3»3) 11 e I3 decadono almeno
come e * . Cié completa la dimostrazione.



