AM2: Tracce delle lezioni- IX Settimana

DERIVATE PARZIALI Sia f definita in A, D,(uy) C A, uy = (29, Yo)-
Se x — f(x,yo) é derivabile in x5,  diremo che f é (parzialmente) derivabile
rispetto alla x in wug e scriveremo

6f . f(xayO) - f(.T(), yO) d
= =1 = —
fx(uo) o (%0, Yo) A T — 7, dxf(x’ Y0) s,
fy(up) == %(ajo, Yo) = %f(xo, Wipove = ylg;?o —f(wo’y;:;céwo’yo) (se esiste, finito).
Sia O aperto: f € CYO) se f, := %, y = g—?’; esistono e sono continue in O.

ESEMPI 1. (i) f(x,y2) = a 7" + o " ly+ o+ a2y 4 a, YT,
flz,y) = e 1, f(xz,y) = sinzy sono di classe C*(R?)

(i) flz,y) = %5, se 2 +y?#0, f(0,0)=0¢diclasse C*(R?\ (0,0)):

of _ v’ —ya? of  2®—ay? of . Of
or  (z2+y2)?’ dy (22 + y2)?’ o (0,0) = 3 (0,0) = 0

Ricordiamo che f non é continua in zero. Dunque, una funzione

f pud avere derivate parziali in un aperto O senza essere continua in O.

A futura memoria: %(0, y) = i Yy#0 = % non é continua in (0, 0).
(i)  flz,y) = ;52 se 2 +y2£0, £(0,0) =0 édi classe C*(R?\ (0,0)):
0 213 0 b — x?y? 0 0
of 2y oL _w vy O 9 0
or (2% +9y?)? oy (22 + y?)? ox Dy

Ricordiamo che f é continua anche in zero. Di nuovo, a futura memoria,

|%(t, t)=5pert#0 = % non é continua in (0, 0).

DERIVATE DIREZIONALI Sia  f definita in A, D,(ug) C A, ug =
(zo,%0). Se t — f(ug + th) é derivabile a destra in ¢ = 0,  diremo che f é
derivabile nella direzione A in uq e scriveremo

of
oh

d )
(ug) := %f(uo +th),_,, = lim



ESEMPI 2. (k) f come in (ii): f(0,0) = 0, f(tz,ty) =
non esiste per h € R?, diverso da (z,0), (0,y).

0
ks = 55(0,0)

(kk) f(may) = $6+‘y|37 f(O 0) = 0. E M = t:s;(;svw —isot 0 =
97(0,0) =0 Vh € R Siccome f(z,22) =1, vediamo che
3 8 (uy) Yh € R*? non implica f continua in u,.
(kkk) Se f(u) = [|ul| : f(tu) = tf(u) V¢t > 0 = 2L(0,0) = f(h) Vh € R%
Notiamo che %(0 0), a—f(O 0) non esistono (f(x,0) = |z| !):
9 i
3 %) & ) =~y ()

(kkkk) f come in (iil): f(tz,ty) = tmgﬁfﬂ = 2(0,0) = f(h) Vh € R
PRODOTTO SCALARE  Se u; = (x1,%1), u2 = (22, Y2),

<uUp,up>:= T1x9 + y1y2 € il prodotto scalare tra u; ed us. Proprietd
positivitd 0 << u,u >=||u||?, Vu € R?

simmetria < u,v >=<wv,u> Yu,v € R?

bilinearita <au+bv,h>=a <u,h> +b <v,h> Va,beR
ortogonalitd < u,v>=0 <& lerette Ru, Rv sono tra loro ortogonali

Diseguaglianza di Cauchy-Schwartz | <u,v > | <||u/| ||v|| Vu,v € R?

Infatti 0< <u+tv,u+tv>= ||[ul? + 2t <u,v> +2[|2 VI =
<u,v > —|[ul] [[v[]| < 0.

FUNZIONI LINEARI [:R? -+ R ¢ lineare se
l(au+bv) = al(u) + bl(v) Va,beR, u,veR?

Se heR? I(u) :=<wu,h> élineare. Viceversa, se | ¢é lineare:

=(z,y) = l(u) =lz,y) = «l(1,0) +yl(0,1) =<u,h >, h:=((1,0),1(0,1))



DIFFERENZIABILITA, DIFFERENZIALE, GRADIENTE

Sia  f definita in A, D,(ug) C A, ug = (zo, o). Se esiste [ lineare tale che
fluog+h) — [f(uo) + U(h)] = o([[h]]) per |[[h]| =0

f si dice differenziabile in ug e  df (up) :=1 ¢ il differenziale di f in wy.

Il vettore v tale che df(ug) (h) =<wv,h > Vh € R® sichiama gradiente di
finug esidenota Vf(up): df(uw) (h) =< Vf(ug),h> VheR?

Proposizione 1 Sia f differenziabile in . Allora
(i) f écontinuainwu, (i) VheR?, 3 (u) e 8 (u) =< Vf(u),h>
In particolare, f;, f, esistono in u e Vi(u) = (%(u), g—g(u))

Infatti  |f(u+h) = f(u)] <[ <Vf(),h>+o (Al < ([VF(u)+o(1)A]l,

e quindi f é continua in u.  Poi, Ve >0, 35.: |[|hl|=1, |t| <6 =

|f(U+tht)*f(u) — < Vf(u),h>| = |f(U+th)*f(U);<Vf(U),th>‘ (\\é?\\) <e.

Proposizione 2 f € CY(D,((z,y))) = f & differenziabilein (x,y).

Prova. f;, f, continue = Ve > 035, > 0: |2 (w )—%( )\—Ha (w) — (v)\

V w,v € Dp(u) e (@ +s,y+1) = f(a,y) - [§E(=, )8+af( )t]\

fz+s,y+1t) — f, y+t) Lz, y)s + fla,y + 1) = flo,y) — Elw, )t <
TG v+ 3w ldr 41 T (35 m) = 3w )l < sl ) se 574 < 87

Significato geometrico del differenziale

La funzione z(u) := f(ug)+ < Vf(ug),(u — up) >, che approssima f(u),
vicino ad ug, a meno di un o(||u — wugl||), ha per grafico (in R3) il piano passante
per  (ug, f(ug)) e parallelo al piano passante per l'origine di R? ed ortogonale al
vettore (gic (uo), gf (up), —1) ( piano di equazione z :=< V f(uq), h >).

Tale piano si chiama piano tangente in (ug, f(ug)) al graficodi f := {(z,y, f(z,v)) :
(z,y) €dominio di f}.



Significato geometrico del gradiente.

4 f(u+th) = L (u) =< Vf(u),h > misurala pendenza del grafico di f interse-
cato con il piano {(u+th,z) : t,z € R}. Siccome sup < Vf(u),h>=[|Vf(u)|,
|All=1
vediamo che V f(u) fornisce la direzione di massima pendenza del grafico di f in
||V f(u)|| ¢éla massima pendenza di f in u.

ESEMPI 3. (j) Se g € Cla,t]), f(x,5) = Jo(t)dt, o,y € [a,b] x [a,1], 6
% = —g(z), g—i =g(y), =,y € (a,b) e quindi f € C'((a,b) x (a,b)).

(jj) f in 1-(ii) ha derivate parziali nulle in (0,0) ma, essendo discontinua in
(0,0) non é ivi differenziabile . Per la stessa ragione, la f in 2-(kk), che ha
derivate direzionali (tutte nulle) non é differenziabile in (0,0). La f in 1-(iii),
continua e derivabile in tutte le direzioni in (0,0), non é ivi differenziabile, perché
%(0, 0) = f(h) non dipende linearmente da h.

Gii) Sia  flzy) = LI 0,00 = 0. Siccome |f(z,y)| <

ity
sVa? + 42, fécontinuain (0,0). Inoltre f(tz,ty) = % w = 6f(O,O) =
0 Vh € R% Anche qui peré f non é differenziabile in (0,0): g := \;(’;’i)Q = mfi?;z
non va a zero per z2 + y? tendente a zero, giacché g(z, %) = 1.
2 2 2
Anche, 2Sll£) f(t:i ) > sup t2(1( y2y)2)j{y > tza (12; _,)_tz -0 2
22 4y2=1 <1

Il Teorema del valor medio Sia f € C'(0), O aperto convesso. Allora

£ () /di v+ t(u—v))] dt] =

1
|/ <Vfw+tlu—wv)),u—uv> dt| <||lu—v|| sup [|[Vf(v+t(u—))
0 t€[0,1]

Corollario Sia f € C'(0), O aperto connesso per archi. Allora
Vfu) =0VYueO = f=cost. in O

Prova. Fissati wu, v € O , sia () = (z(¢),y(t)) € O ¥t €[0,1], un cam-
mino continuo congiungente v e v in O : ¥(0) = u, (1) =v . Il teorema del
valor medio implica che f é costante sui dischi e quindi, dalla continuita di v segue:
t:=sup{t: f(y(s)) = f(u) Vs€[0,t)} >0 edinfatti ¢=1.



Cammini differenziabili € C'([0,1],R?) se  ~(t) = (z(t),y(t)),
z,y € C'([0,1]). ~ sichiama cammino differenziabile, e

(t) = (2(t),y(t)) ¢é il vettore tangente in y(t) a 7.

Esempio.  ~(t) = (rcos2nt,rsin2nt), ¢t €[0,1], *4(t) = (—27rsin2xt, 277 cos 27t)

Derivazione di funzioni composte Sia f € C'(0), vy € C'([0,1],0) Allora

SH0) =< V(0,4 >
E: A(t+s) = () +5(t)s+h(s), f(ut+h) = f(u)+ < Vf(u),h> +o(h) =
fOt+s9)) = F(y@)+ < V(1)) 7(t) > s + o(s) ove

o(s) :=< Vf(7(t)),h(s) > +o(¥(t)s+ h(s)). Infatti Ve>0, 36> 0,5, >0 :
(k| <0 = o(k) <ellkll) e (|s| < sc = [[h(s)]] < els| e [|5)Il]s|+|[A(s)]] < oc)
= [<VF(r(®),hls) > +a(¥(t)s + hls))| <els| (Vv + [1F@OI] + 1)

Le equazioni di Cauchy-Riemann f(z) = f(z + iy) = u(z,y) + i v(z,y)
¢ olmorfa se e solo se

ou B ov ou ov

3 € Cl, a.  — 4q > a — T a.
Y ¢ or Oy oy ox
S () =atib = ulzds,y+t)Fiv(eds,y+t) = u(z,y) +iv(z,y) + (a+
ib)(s+it)+o(|s[+[t]) = u(z+s,y+t) = u(z, y)+as—bt+o(|s|+[t]) ,v(z+s, y+1) =
v(z,y) +bs+at+o(js|+[t]) = a= =2, b=-03 =2

< ulr+s,y+t) = u(x,y)+%s+g—1;t+o(|s|+ it]) ,v(x + s,y +t) =

v(x,y)+%s+g—5t+0(|s|+\t|) = u(z+s,y+t)+iv(z+s,y+t) = u(z,y)+iv(z, y)+
(Be+id)s+ (5L —i%e)it. Ma Ge=0v Qu_ _fv o Quigfv_Qu_;ou
u(z+s, y+t)+iv(+s,y+1) = u(z,y)+iv(z,y)+ (g +igy) (s+it) +o(ls|+[t]) = f
é derivabile e f/(z) = % 4§00 = v _ ;Ou

v Y

FUNZIONI ARMONICHE: Se f(z) = u + iv e le derivate parziali di u,v sono
O, dalle equazioni di Cauchy-Riemann segue % + % =0= %g—:j;
00 _ 00y

(infatti, come vedremo, 5595 = 95y



