AM2: Tracce delle lezioni- VIII Settimana
FUNZIONI DI PIU VARIABILI

Una funzione reale di due (od n) variabili reali é una funzione definita in un
sottoinsieme di R* = R x R (rispettivamente, di R" =R X ... X R ) e a valori in
R. Ad esempio, f(z,y) = az + by (funzione lineare).

Con R? si intende infatti il prodotto cartesiano R x R ( insieme delle coppie
ordinate di numeri reali, o vettori u = (z,y)) munito della

STRUTTURA ALGEBRICA in R%:

Se wuy = (1,Y1), uz = (w2, y2), é u1 + ug = (1 + T2,y1 + y2) (addizione)
Se t€R,ét(z,y):= (tr,ty) , V(x,y) € R* (moltiplicazione per uno scalare).

STRUTTURA METRICA in R? :
Se u=(z,y), [ull:=Vvaz*+y? (norma di u)

Se uy = (21,Y1), u2 = (T2, Y2), €  d(u1,uz) = |lug —ug|| (distanza tra ui,us.)

COMMENTI.

Come noto, R? si rappresenta mediante i punti di un piano cartesiano Ozy.
In tale piano, dato un vettore u, l'insieme R u := {tu : t € R} é l'insieme dei

punti della retta uscente dall’origine O := (0,0) e passante per u. Pid in generale,
{tu+v : t € R} é la (rappresentazione parametrica della ) retta passante per
v e parallela alla retta R u. In particolare, u + v é il punto comune alle rette
{tu+v: teR} e {u+tv: t€R} esichiama traslazione di u lungo v.

llu|| := V2 + y? é la lunghezza del segmento che unisce il punto u all’origine
(o lunghezza del vettore u), e d(u,v) é la distanza tra i punti u e v.

La funzione distanza soddisfa le proprieta

(1) 0<d(u,v), Vu,veR? du,v) =0 & u=wv (positivitd)
(4) d(u,v) = d(v,u) VYu,v € R? (simmetria)
(i53) d(u,v) < d(u,w) + d(w v) Vu,v,w € R* (diseguaglianza triangolare)

Tra la struttura algebrica e la struttura metrica sussistono le seguenti relazioni
(di compatibilitd):

(1) 0<|lull] VueR? |lul|=0 & u=0 (positivita)
(1) |ltul| = [t] ||u]] Yu€eR? teR (omogeneitd)
(ii1) ||u+v|| < Jlul| +||v]] Vu,v € R? (diseguaglianza triangolare).



NOTAZIONE. D:={u: ||lul|<1},e ser >0, veR:
D,:=rD:={ru:ue D} ={u:|u||<r}, D, (v):=D,+v:={utv:ueD,}

si chiamano disco di raggio r centrato in zero, e, rispettivamente, disco di raggio
r centrato in v.

SUCCESSIONI CONVERGENTI in R? wu, —»u < ||luy—ul| —0.

NOTA. (i) Se up = (Tn,Yn), u = (z,y), allora u, = u < x, = T, Yo — .
Infatti i —wlP = |20 — 5 + lyn —yP

(ii) u, converge = sup,, ||u,|| < +oo

DEFINIZIONE (insiemi limitati, aperti, chiusi, compatti)

(i) B C R? ¢ limitato se esister >0: BCD,
(ii) O C R? é aperto se YueO 3r>0: D,(u)CO
(ii) F C R? é chiuso se  F' é aperto

(iii) K C R? é compatto se ¢ chiuso e limitato

PROPOSIZIONE 1

(i) F C R? é chiuso & (up€F, up—u = wuek)

(ii) K cCcR?*écompatto < (u,€K = FJu,,u€K: u, —u).

Prova. (i) =: w¢ F = dr >0: D.(u) C F' mentre u, € F N D,(u)
definitivamente. <: Se u ¢ F, deve esistere r > 0 : D,(u) C F’, altrimenti
Vn, Ju,€Di(u)NF .Mau,€ FNDi(u) = u,—>u = u€PF.

(il) = Up = (Tn,yn) € K = x,,y, sono limitate e quindi esiste ny tale che
Tn,, Yn, convergono, diciamo a z,y e quindi u,, converge a u = (z,y) € K perché
K é chiuso.  <: Se K é non limitato, esiste u,, € K con ||u,|| — +occ. Per ogni
estratta u,, € ugualmente vero che ||uy,,|| =, +00 e quindi u,, non pué convergere
(sarebbe limitata !). Se K non é chiuso, esiste u ¢ K e u,, € K con u,, — u e quindi
u, non ha sottosuccessioni convergenti in K.



DEFINIZIONE ( dilimite) Siaf:A — R, A CR? D,(u)= D,(u)\{u}.

Sia ug tale che  D,(ug) N A é non vuoto Vr > 0. Allora

lim f =1 & (Ve>0, 36, >0: ue ANDs (u) = |f(u)—1<e)

U—rUQ

lim f =400 < (VM >0, 36.>0: ue AND;s (u) = f(u)> M)

uU—rUQ

Se D/.NA énon vuoto per ogni r > 0, allora

lim f=1< Ve>0, 3R >0: u€A, ||[u|>R=|fu)—1<e)

[[uf[=+o0

f =400 & (VM >0, 3Ry >0: u€ A, ||lul| >Ry = f(u) > M)

[u][ =00

NOTA. Come per le funzioni di una variabile si vede facilmente che

(i) f halimite ! per u tendente a ug (|u| tendente a +o00) &
(un € A, up # tg, Uy —>ug (Jup| = +00) = flu,) — 1)

(i) f halimite [ per u tendente a ug &
(Ve >0, 36.>0: u,ve€ AND;s(ug) = |[f(u)— fv) <e)

f halimite [ per |u| tendente a +o00 &

(Ve >0, 3R.>0: wu,v €A, |ul,|v|>R. = |f(u)— f(v)]<e)

DUE ESEMPI . (i) Sia f(z,y) = % se x?+y?#0.

$2+y2

Dalla NOTA-(i) si vede subito che lim flu) = f(up) Yug #0. Invece,
u—uQ

_ : . . — _ay
11}3(1) flu) e \u|11>r£rloof(u) non esistono:  f(tz,ty) = 55
(ii) Sia f(z,y) = ﬁ% se z?+ y* # 0. Come sopra, Jl)rgof(u) =
7 . 2 2+ 2
f(uo) Vug #0. Ed éanche lim f(u) = 0: |5%[ < 5 < Y2
alternativamente, in coordinate polari:  |f(rcost,rsint)| = rcos?t|sint| < r.
Infine, |u‘li)12wf(u) non esiste: flz,tx) = #jt"‘) — 300 0
mentre fltz,z) = % — oo T



DEFINIZIONE (continuitd) Sia f:A— R, ACR? o€ A

f  é continua in ug se ulHEo f esiste e ulgﬁlo f = f(uyp).

f é continuain A  se é continua in ogni punto di  A.
C(A) indicherd la classe delle funzioni continue in  A.
TEOREMA DI WEIERSTRASS

Sia f € C(K), K CR?  compatto. Allora

sup |f| < 4+oo, edesistono uwe K, ue K : f(g):i%ff, f(@) =sup f
K K

Prova. Sia u, € K : f(u,) — supg f. Possiamo supporre, passan-
do eventualmente ad una sottosuccessione, che u, — u  per un u € K. Da
f(un) — f(u) segue che supg f = f(u) < +oo.

UNIFORME CONTINUITA, TEOREMA DI HEINE-CANTOR

Sia f € C(K), K CR?  compatto. Allora f &
uniformemente continua in K:

Ve>0,3:>0: (wvek, |[u—v||<d = [f(u)=fv)|<e

Prova.  Se no, esistono € > 0 e punti u,,v, € K tali che |f(u,) — f(vs)]| >
€0, |Jun —vp|| < L . Passando eventualmente a sottosuccessioni, possiamo sup-
porre che u, — u, v, — v per certi u,v € K. Ma |lu — v|| < ||u — up|| + |Jun —
vnll + |lvn =] Yn = u=v = 0=|f(u)— f(v)| > €, contraddizione.

CONNESSIONE A C R? ¢ connesso per archi se Vu,v € R?, esiste in A
un cammino continuo 7y (t) = (z(t),y(t)), =,y € C([0,1]) :

(t) € A Vi€ [0,1], 7(0) = (x(0),y(0)) = u, (1) = (x(1),y(1)) =v

E vero che: A connesso per archi, f € C(A), =  f(A) é un intervallo.

Prova. Sia a= f(u), b= f(v), u,v € A. Siano z(t), y(¢f) continue in
[0,1] tali che ~(t) := (z(t),y(t)) € A Vte[0,1], ~(0)=wu, (1) =wv. La tesi
segue dal fattoche ¢ — f(y(¢f)) écontinuain [0,1] e quindi [a,b] C foy([0,1])
(teorema del valore intermedio!).



ESEMPI E COMPLEMENTI
1. Siano O,, F,, ac€ A famiglie di aperti, chiusi. Allora
UaOn € aperto, Ny Fo € chiuso.

Infatti, v € UpOp = Ja:u€ O, = I D.(u) CO, C U,O
Poi, (Na Fo)' = Uy Fl-

F, il piu piccolo chiuso contenente A, si chiama
chiusura di A.
Chiaramente, F é chiuso & F = F.

2. A=p, AcF, F chiuso

3.ueAd & Ju,€A:u, — u Infatti, u € A = D,(u)N
A#D Vr>0,altrimenti Ir >0: A C D! e quindi u € A C D!, contraddizione.
Da Di(u)NA#D Vn, segue che esiste u, € A: u, — u.

Viceversa, u, € A C F chiuso, u, = u = u€F = ucA

4. int A:={ue€ A: ID,(u) C A}, 0A:= A\ int A. Provare che
0A={u: D,(u)yNA#0Q+# D, (u)yn A" Vr > 0}

Sia u € 0A. Vr > 0,D, N A" # () perché u non é interno e D, N A # () perché
u € A. Viceversa, D,NA' # (¥r > 0 = wunon é interno e D,NA # 0¥Vr > 0= u € A.

5. Sia O aperto. Siano z,y € C([0,1]) tali che (z(0),y(0) € O, (z(1),y(1) > O.
Provare che 3t € [0,1] : (z(t),y(t)) € 90.

Sia t := sup{7r €[0,1]: (z(¢),y(t)) € O Vs <7}, insieme non vuoto perché
x,y sono continue, (z(0),y(0) € O e O é aperto. Per ragioni analoghe, ¢t < 1 e

(2(D), y(D) € 90

i 2)), sup,er e =@(3) =1
ey#0, f(z,0)=0 Vz. Siha:

lim f(u) = f(up) V up#0, mentre

uU—rUQ

1 - 2\ — 1
11}—1}(1)](( u) e " \lg-r:oof( u)  non esistono:  f(z,22°) = ¢(5) Vo #0
Notiamo che f(tz,ty) = go(%) — 0 al tendere di ¢ a zero, ma non in
modo uniforme (rispetto z,y). Ad esempio, sup f(z,y) é realizzato in

22 fy2=r2



y = Vi+r2-1,z = =+ \/g e vale ¢(3) =1 (in coordinate polari:

cos’t _ L),

f(cost,rsint) = (p(r%%) =1 se si prende ¢ tale che i = o

sint
Notiamo anche che z — 0 = f(z,y) — 0 Vy, ma non uniformemente in

y € [0,0], quale che sia § > 0: sup f(z,y) =1 se z é piccolo.
ye[O,J]

7. Sia 0<peCE((~mm), supene =p(Eh) =1, @=0in (-1,%).

Sia f(r,y) = o(E) se 7 #0, [0.9)=¢(5) se y#0,f0,0)=0.

Anche in questo caso  lim f (u) = f(ug) se wug# 0 mentre liH(l) f(u) non esiste.
0 u—

Infatti  f(xz,mz) = ¢( I;r(cff;n’;’)') — 0 al tendere di z a zero: f va a zero lungo

i raggi ma non in modo uniforme :

sex =rcost,y =rsint, t€ (—m,m) sup f(z,y)= sup gp(‘Tﬂ) = gp(%) =1.
z24y2=r2 te(—m,m)
8. Problema Sia f: D, — R taleche Zl/l_I}I(l)(il_r)r(l)f(x,y)), il_l’)t(l)(glll_I}(l) f(z,y))
esistano entrambi. Sono tali limiti necessariamente uguali? In caso negativo,
'essere uguali comporta che esiste lir% flu) ?
u—r

Risposta: in generale no. Ad esempio, se  f(z,y) = ﬁ, 22 +y? #
0, ii_I)I(l)f(l",y) = 0, Yy # 0 mentre ?lli_l)r(l)f(x,y) =1 Vy # 0. Ugualmente, il
fatto che siano uguali non comporta ’esistenza di lim f in zero, é ad esempio il caso
di  flz,y) = 25

9 Continuita.

Negli esempi precedenti, le funzioni sono tutte continue in u # 0 e discontinue
in u = 0 (ad eccezione di Esempi-(ii)).

Come nel caso di funzioni di una variabile, la somma, il prodotto di funzioni
continue é una funzione continua. Se f, g sono continue in ug e g(ug) # 0, allora 5
é continua in ug.

Sia t — ¢(t) integrabile in [a,b]. Allora f(z,y) :=

8

©(t) dt é continua in

la,b] % [a,b]. Infatti | o(t) dt = [ () dt — | o(t) dt.

a

Se f é continua in A, allora le funzioni di una variabile

r— f(z,y), {z: (z,y) € A}, y— f(z,y), {y: (z,y) € A}



(dipendenti dal parametro y, rispettivamente ), sono continue .

Una funzione f avente tale proprieta si dice continua (separatamente) in x ed y;
dunque, una funzione continua é anche ’separatamente continua’.

E tuttavia in generale falso che una funzione, continua separatamente in z, y,
risulti continua 'nel complesso delle variabili’(pit brevemente: continua).

Negli esempi precedenti, le funzioni sono continue in z ed y (separatamente !)
anche in (0,0) (nell’esempio (i) occorre porre f(0,0) = 0) ma non sono continue in
0. Se modifichiamo la f dell’esempio (ii) in

f@y)=p(£)L se y#0, f(z,0)=0 Va,

otteniamo una funzione ancora continua in x e y (separatamente), ma ora ad-

dirittura sup f = +o00 cosa che non pué ovviamente accadere se f é continua
z2+y?2<r

(od ha un limite finito) in zero: se f ha un limite finito in wug, f é limitata sui dischi

(opportunamente piccoli) centrati in wug.

9 Problema. Sia f(t,z) definita in (t, — 0,%0 +6) x [0,1]) . Sup-
poniamo che x — f(t,z) sia integrabile in [a,b], Vit € (to — 9, to + ).

b

Sotto quali ipotesi la funzione ¢ — [ f(t,z)dz  é continua? Ovvero,
a

b b
th st = /f(tn,x)dx - /f(t,x)da: ?

a

Una ipotesi naturale é che ¢ — f(¢,z) sia continua per ogni x € [a,b]. Tale
ipotesi non é tuttavia sufficente, in generale.  Ad esempio, sia

flz,y) = @(2—2)% se y#0, f(z,0)=0 Vuz, ¢ come nell’esempio (ii).

f é ’separatamente’ continua in z,y, ma

1 2

1
Yy o
f(x,y)dx:bfcp(“ )ﬁdmzof‘g(—ng — 50 %Of@dTyéO

v

O =

1
. _ ’ T L
mentre {31}_1}1(1) f(z,y)dz =0 perché o )\/y —y00, V.



10. Esercizio Sia f € C([a,b] X [c,d]). Provare che ¢, € [a,b], t, >t =
fa(z) := f(tn,z) converge a g(x):= f(t,z) uniformemente in [c,d].

Per Heine-Cantor,  |f(t,,z) — f(t,z)| <e se |[t,—t| <o

11. Proposizione Se f € C([to —9,t +d] x [0,1]), allora
b
t— /f(t, x)dx é continua in [ty — d,t + O]

Prova. t, €[a,b], t, =t =  f(t,,z) = f(t,z) uniformemente in [c,d].

NOTA. La dimostrazione non funziona se si sostituisce 'intervallo [a, b] con un
intervallo non limitato, ed in effetti il risultato é falso, in generale:

Sia 0<¢eCPR), f(tz)=¢@+5) se t#0, f(0,z)=0.

Chiaramente f é continua in (¢,z) se t # 0. Inoltre, =z, —» z,t, >0 =
¢(zn + ) = 0 definitivamente. ~ Tuttavia

[ 1t0do= [oto+ gy ds = [ oto) as

La limitatezza di [a, b] pué essere sostituita da una ipotesi di equidominatezza:
dg > 0, integrabile in [a, b] tale che  |f(¢,z)| < g(x), Va,t.
Infatti f continua, t, -t = f(t,,.) = f(¢,.)) uniformemente sui limitati .

10. Convoluzione Siano g integrabilein R e f € Cy(R). Allora

(9% @) = [ 9y) fl@—y)dy

R

é continua. Infatti Ve, 30 > 0: |z, —z|] < =
g | flzn —y) — flz —y| dy < ef |g(y)| perché f, essendo continua e a
R R

supporto compatto, é infatti uniformemente continua su tutto R.



