AM2: Tracce delle lezioni- VII Settimana
SERIE DI POTENZE NEL CAMPO COMPLESSO
1. Definizione z, € C converge a z (z, =»n 2) <  |zn— 2| =0 0.

Siccome |z, — z|? = |Rez, — Rez|? + |Imz, — Imz|?>,  si ha che:
Zn —n 2 <&  Rez, >, Rez e Imz, —, Imz.
Per la stessa ragione, valgono, ad esempio, le seguenti proprietd:

Zn =z & Ye>0,3n.: |2z, — 2| < €sen,m > ne ( Cauchy)
Zn —n 2y Wy —p W = 2t W, — 2+ W, Z,W, —2ZW

Zn —n 2 = sup, |z,| <400 (2, élimitata)

sup,, |zn| < +00 =z, ha una sottosuccessione convergente.

Zn —n 2 = Zn—nz (a+ib:=a—1b).

2. Definizione § z, converge  sse Sy := g: Z,  converge.
S 2Zn  sidice assoﬁtlamente convergente se Znn|:z;| < +o0.

(Cauchy) ¥, z, converge <& Ve >0, IN,: |N§p z| <€ VYN >N, Vp.

In particolare, Y, |z, <+o00 = X,z convg;gl\e[. In particolare

: 1 . C
limsup, |z,|» <1 = Yz, converge. Come nel caso reale si ha quindi

3. Formula di Cauchy-Hadamard Sia a, € C, r:=limsup, |a,| " :

(e o] o
z€C, |zl<r = D |a.2"| < 400 L|z[>r = ) |ap2"| = 40

r:= raggio di convergenza, D, :={z: |z| < r}:= disco di convergenza .

o0 o0
ESEMPL. Z"  convergein [z[ <1 e ¥ 2" = L.
o0 n .
27 converge per ogni 2.
n=0
3 . x n
4. Definizione expz:= ) & 2€C
n=0 "

Questa sard assunta d’ora in avanti come definizione della funzione esponenziale

o

(in ambito reale o complesso). In particolare, > X sard la definizione del numero
n=0 "

di Nepero. Nel seguito deriveremo le proprietd dell’esponenziale (reale o complesso).



o0
Sia f(z) == ¥ a2z z€ D, Tale posizione definisce una funzione
n=0
di variabile complessa a valori complessi.
5. Continuita. f: D, — C é continua in zy € D, se:
Ve>030>0: |z—2| <d=|f(2) — f(z0)| <

ovVVero se Zn —p 2 = f(Zn) —n f(z)

6. Derivabilita. f: D, — C é derivabile in 2y € D, con derivata f'(zq) se

(2) = f(=0)

Ve >036>0: \z—z0\§5:>|f — — fl(=)| <€
— <0

Anche qui, come nel caso reale: f é derivabile in zy = f é continua in z,.
dz" n—1

7. Esempio z) =2" ¢é continua e derivabile, con =nz
) dz

Prova. Se |z| = &, t <1, 6 > 0, |2 — 20| < 8|20| e quindi |z| < ¢r, allora

145

(%) |2" — 2| < mlz— 20| (tr)" " (%) |Z:__;6L —nzp ) < (n—1)%z — 20|(tr)" 2

E 2" — 28| = [(z—20) (2" T+ 2" 220+ ...+ 22y P42 < 2 — 20| (tr)V
B g = — T (= ) 2R — )| <

2—20

<= frol]2" 7 = 2T A 2R = 20 <

< |z—2|[(n=1)(tr)" 24+ (n—2)| 20| (tr)" 2 +. . .4 |20|" 2] < (n—1)%|z—20|(tr)" 2.

8. Proposizione.  f(z) § a,z" z€D, ¢é C=(D,).
n=0

. k o0 . \ .
Proviamo che ‘(L—{(z) = X (J;Tf)'aﬂkzj Vz € D,. Come nel caso reale,

=0
basta provare la formula per k¥ = 1. Da (xx), si ottiene

o oo _ ~
o = e < 3 loal 15 = e <

(e8] [e.]
1z — 20| 3 an| (n—1)2 (tr)"2 —,,,, 0, perché 3 |a,| (n —1)% (¢r)" 2 < +o0.
n=2

n=2

9. exp(z+w) = expz +expw Vz,w € C. Seguira da



10. Lemma (Prodotto secondo Cauchy). %oj |20| + %o: lw,| < 400 =
n=0 n=0

o0 (o] o0 o0

Y1 zuwkl < +oo, DO zwe) = (D z) (D wn)

n=0 j+k=n n=0 j+k=n n=0 n=0

) N N N

Siano SN = > Zn, onN = > w, =2 (X zjwg) =
n=0 n=0 n=0 j+k=n

= zowo+ (Zow1 + 21 wo) + ...+ (o wn + 21 Wy_1+ ...+ 2nv_1 W1 + 28 Wo) =
20 (wo+ w1+ ... +wn)+21 (Wo+-..+wn_1) + ...+ 2y wo. Dunque

sy on — pN| =
|zo(wo+. . . +wn)+2z1 (wo+. . . 4wy)+. . .+2zy 1 (wot. . . Awn)+2zy (Wot. . .Fwy)—
(20 (wo+w1+...+wn)+21 (Wo+ ... +wy_1)+ ...+ 2yv_1(wo +wr) + 2y wo]| =

|21 wy + zo(wWn—1 +wn) + .o+ zy_1(we+ .+ wy) + oy (W + .. Fwy)| <

n N
S Z |ZJ| |wN_j+1+...+wN| + Z |ZJ| |wN_j+1+...+wN| S
j=1

j=n+1
o0 o N
<suplz[ (), |wel) + sup [z (D lwel) =[50 Da
isn k=N-n+1 jzn+l k=1 2
o o
> [Wk| = Nos400 0, SUD  [2j] = Nos400 0, sUD;|2j] < +o0, X |wi| < o0
k=N-[5]+1 izl k=1
segue  |syon — PN| DNo100 0 € quindi liJ{{npN = lij{fnsN oN.
Prova di 9. exp (z +w) = § (”an)n =
n=0 :
x 1 nl e 20wk X 2wk
(5 Y A=Y S = O H) O o5) = exprexpw
= n! ithen gl k! Wm0 jihen j! k! =gV = k!
. 3 1 _ : 1\n -
ESERCIZIO. e:= > 4= lim (1+]) B
Iyn _ L 21 ; L (n=k)n—k-1)..n
(+)" = 1;::0 Rk < kgoﬁ perché i E e s I AN
e quindi limsup, (14 1)" < § L Viceversa, n >mny =



no

I+1p> a1 o Jiminf,(1+ )n>z im, 2 = 3L v
n =0 kl (n—k)! nk n ok (n—k)! — i Ok!’ 0

perché WL,C), =(1-2)(1-2)...(1-%1) -, 0Oequindi liminf,(14+21)" > 5 o
. 2 H

11. (1) exp(—z2) = (expz) ! (17) expr = e Vre Q.
(i11) €Xpz = exp Z, (iv) |exp (iz)] = 1 Vz € R.

In particolare, 1z — expx, = € R é prolungamento continuo di r — €",r € Q.

(2) 1 = exp(z—2) = expz exp (—2) (i1) sep € N,z € C,
1

(exp z)? = exp (pz) Vp € N e in particolare (exp (%))P = e OvVVero exp (%) — eb.
Quindi exp (%) = (exp l)p - (eé)p — et

(”2) exXp z = Nl—lg—loonz() - N:l—lgiloonzo_' - N1—1>I-Tf-loonzo = Pz
(iv) da (i) segue |exp (iz)| = |exp (—iz)|. Ma |exp (—iz)| = |exp (iz)| .

. . . o0 s o M ,
Per quanto visto, exp (z +iy) =expz exp (iy) = (203 ) Zo - z,y€eR. E

n!
n=

00 y2n 00 y2n+1
y) = S (=1)" I y) = S (—1)" L
Re (exp iy) n;( ) e m (exp y) HX::O( ) an 1)
12. Definizione cosy := Re(exp iy) siny :=Im(expiy) y€R
Notiamo che £ Im(expiy) = Re(exp iy) 4 Re(exp iy) = —Im(exp iy)
13. IT>0: exp(iT) = 1, exp (it) # te (0,7), exp[i(t+T) =
exp (it) Vit <7r = %) Inoltre, exp(if) =1 < % €Z.

Infatti, cos0 =1 = 3Jt: cost > % Vt €[0,tf] = sint= fOECOST dr > %z.
cost > 0Vt € [t, ] = sint > %tVt € [t,f] = —2 <cost — cost = —f;sintdt <
—(t—t)sint < —Stf —1t) = 1<t+3 = HI<t+ 7<+400: cost=0.
Sia T :=inf{t: cost=0}. Dacos® =0 segue exp(i%) =i e quindi exp(iT) = 1.
Inoltre, ¢t € (0,T) = exp(it) # 1 perché exp (it) = 1 = exp(it) = £1 op. exp(it) =
+i = cost =+1 oppure cost =0. Ma0 <t <T =coste(01).

Poi, exp [i(t + T)] = exp (it) exp(iT) = exp (it) Vi.  Infine,

0 € (2km,2(k+1)7) = exp(if) = exp[i(@ — 2k7)] # 1 perché 6 — 2kw € (0, 27).

NOTA. E  exp(z + 2kmi) = expz exp(2kmi) = expz: la funzione exp z é
periodica di periodo (complesso) 27i.



14. (1) V2e€ C, con |z| =1, 3!t € (—mma]: z = exp (it). Posto
argz = t, Argz = {argz +2km, k€ Z}, é z = exp(iargz) = exp (i Arg z).

(17) Sia w = |w| exp (i arg w). Allora
w = exp z & z €{log|lw|+ i Argw}.

(i) cost é biiezione tra [0,7] e [—1,1]. Infatti sint = 0, sins > 0 in
[0,f]] = exp(it) = =1 = exp(ii) = V-1 =cost = 0 =t > e cioé
(cost)’ = —sint < 01in (0,7). Inoltre exp(ir) = exp(5i)* = —1 = cosm = —1

Infine, cos0 =1.

Allora, z =z +1y, 22+y*=1, = |z|<1= 3Flte[0,n]: = = cost, y=
V1—cos?t = sint,se y > 0. Sey <0, Z = exp(it), t € (0,7) e quindi
z = exp(iT), T = —t € (—m,0).

(ii) expz = w < exp(Rez)exp(iImz) = |w|exp(i argw) < exp Rez =

loglw| e 2=t eZ & 2z e{loglw|+ iArgw}.

15. Definizione di logaritmo in C Vw # 0, Logw := {log|w|+ i Argw}
La funzione logw := log|w|+ iargw sichiama valore principale del logaritmo.

Esempi. Logz = logz + 2kwi, Yz >0, Logz = log|x| + (2k+1)mi, Vz > 0.
Log (—1) =mi, Logi = %i, Log(1—1) = logv2 + (2k — 1)i.

Esercizio. Log (zw) = Log z + Logw ove, dati A, BcCC,
A+ B :={a+b: a€ A be B}. Infatti Arg (zw) = Argz + Argw.
Log (—z) = {log z + (2k+ 1)mi} V 2z # 0.
Trovare lerrore in 2> = (—2)> = Log (2)> = Log (—2)* =
Logz+Logz = Log(—z)+Log(—z) = 2Logz = 2Log(—z2) = Logz = Log(—2z).

15. Potenze in C Sea,z€C, a#0
a” := exp (2 Loga) = {exp [z(log|a| + i(arga + 2km)}

Esempi. Sez=né€N, a?=ax...xa (p volte).

1 1 2

Sez:%, n €N, ar = {|a|» exp W, k=0,....,n—1} (len
radici complesse di a).

Se z ¢ Q, a” é un insieme infinito. In particolare, e* = expz se e

solose z=0,1,....



16. Definizione

[e's) Z2n o] Z2n—|—1

cosz = Z(—l)"(2n)!, sinz = » (-1)"— VzeC

— (2n +1)!

L 00 z2n - 00 22n+1 v c
COS Z_HZ:O(27’L)' Sin Z—’,;]m zZ €

Dunque coshz + sinhz = expz, exp(—z) = coshz — sinhz, da cui

1 1
coshz = E(expz + exp(—2)), sinhz = §(expz —exp(—2))

16. Le formule di Eulero

(i) €% = cosz + isinz, e % = cosz — isinz VzeC

(ii) cosz =#, sinz = % VzeC
. . . X o 220 X optl g2ntl x n 22"
(i) Infatti exp (iz) = X (@O)*5; + O™ g = (X ED"50) +
n=0 n=0 n=0
> n . . .
i (—1)”(;21:11), =cosz + i sinz. In particolare,
n=0 ’
e = cost + isint VteR, e = cost — isint VteR

Sommando (sottraendo ) le formule in (i), si ottiene (ii).
Usando (ii), troviamo
cosz = coshiz, sinhiz = isinz
ESERCIZIO.
Provare che sin z, cos z sono funzioni 27 periodiche, e che sin? z + cos

Provare che sinh z, cosh z sono 27 periodiche e cosh? z — sinh? z = 1

2

z=1.



