AM2: Tracce delle lezioni- IV Settimana
SVILUPPI IN SERIE DI TAYLOR

FORMULA DI TAYLOR  Sia f € C%((xo — 8,20 + 8)). Allora
f(x) = flxo) + f'(wo)(x — z0) + - .. + 5™ (20) (x — x0)"+

+a(x — x0)" T /01(1 — )" fOHD (b 4 (1 — t)z)dt

Infatti, sia  @(t) == f(tx + (1 —t)zo), z € (xo—b,20+0)). E ¢ € C=([0,1]) e

p(1) = f(2),  ¢(0) = flzo), ©M(0)=FfP(tz+ (1 —1t)(w0)(= —m0)").

La formula di Taylor per ¢

1

p(1) = 9(0) + @(0) + 36"(0) + .+ [ (1= 07D ()

da la formula voluta per f.

NOTA.
(i) Ru(z,z0) == (m_ﬁi’!)nﬂ Jo (1 =t)" f+ D (tx + (1 —t)20)dt , resto nella formula
di Taylor per f, di ordine n e di punto iniziale z; , é infinitesimo di ordine n + 1.

Effettuando il cambio di variabile ¢t = % si ha anche

x

Rulw,m0) = - [ 1) (& — 7)ar

zo

i) R,(z,zo :=Mf("+1)fx+ 1—1%)zg) perun t € [0, 1].
(n+1)!

E questa la rappresentazione del resto nella forma di Lagrange, e segue dalla
rappresentazione del resto in forma integrale e dal teorema della media.

ESEMPI (prenderemo z, = 0)

I e =3 o Vi Infatti, R, (z) = L [ ¢(z — t)dt|
n=0 " e
S elz,ll‘f_‘f)?l — 0 per n che tende all’infinito.



2. == Ya" Vze(-11).

Infatti, T = g el—t<l-tr 1-te>1-[z] =

)” x| x|+t

1
|Rn($)|:(n+1)gwdt < (n+1)5 7 0 Vo e (—1,1)

3. (l4z)0 = 3 alesbelamnilgn vy (1) 1), Infatti
n=0 ’
L (1+2)* =afa—1)...(a—n+1)(1+2)*™" = |[R,(z)| <
1 1
0‘(0‘_1)7;-!-(‘1_")|x‘n+1 ‘({‘[iy;tfp]n(1+tx)a_ldt S a(a_l)n"!'(a_n)‘$|"+l g(l—f—tl‘)a_ldt =0

1
perché 1 —t <1+tx Ve e (=1,1) e [(1+tx)*ldt < +oo.
0

SERIE DI TAYLOR  Sia f € C®((zo — 6,20 4 6)).

Z f(n) (ac —z0)", x € (zg— 0,20+ ) si chiama serie di Taylor di f di punto
iniziale o ed f sidice sviluppabile in serie di Taylor attorno ad x se

Ir>0: f(x) = iw(x—xo)", Vo € (xg — 1,20+ 1)

|
n=0 n.

QUESTIONE:  f € C*((—4,6)) é necessariamente sviluppabile in serie di Tay-
lor attorno a zy = 07  La risposta é, in generale, negativa. Ad esempio

f(z) = e 7 sex #0, f(0) =0 é C*, con derivate di ogni ordine uguali a zero
in z = 0: dunque f non é somma della sua serie di Taylor.

Proposizione Sia f € C*([a,b]). Se

Mn!
IM,r>0: sup|f™(z) < ¥ vneN
[a.b) r

allora , fissato x¢ € (a,b), si ha

oo f£(n) Zo
sy = 3

n=0

(x —x0)", Vx € (X9 — 1,20 +7) N0, b

Dimostrazione. Si tratta di mostrare che R, (z,z9) — 0 al tendere di n all'in-
finito, per ogni z € z € (o — r,20 +7) N [a,b]. E infatti

|z — zo|™ T T — Zo|

|Ru(x,20)| < [ Q=07 D 4 (1)) < m(E= ol g

n! 0 r

2



SERIE DI POTENZE

Dati ag, a1, ...,0,,..., x,29 € R, la serie
o0
(SP) > ay (z — zo)"
n=0

si chiama serie di potenze in z — x(. Nel seguito, sostituendo eventualmente z — z
con z, supporremo zy = 0.

Raggio di convergenza.  Se laserie (SP) converge per x = T, allora converge
assolutamente per ogni x tale che |z| < |Z|. Posto allora

r:=sup{|z|: (SP) converge in x}
si ha che (SP) converge assolutamente per ogni z € (—r,r) e diverge assolutamente

se |z| > r. Tale r si dird raggio di convergenza di (SP).

Proposizione. Il raggio di convergenza r di (SP) é dato da
r = (limsup |an\%)_1

ove si intende che § = +o0, = 0.

L
oo

1
n

Segue da limsup, (|z|"|a,|)* = |z| limsup, |a,|= e dal criterio della radice.

Corollario.  Se esiste  lim |a:ﬁ\ allora r = lim |a:ﬁ\

Infatti |22 =7 = |ap |7 — I

ESEMPI.

1. %030 n™ " ha raggio di convergenza r = 0. Infatti (n")% =n — +00
e

2. §0 — 2" ha raggio di convergenza r = +co. Infatti (n%)% =10.
e

3. %O:O n® z™ ha raggio di convergenza r = 1. Infatti (n®)% = (nw)* — 1
"=

4. %j:o 2—7: 2™ ha raggio di convergenza r = % Infatti, dalla formula di Stir-

ling, ) (25)% = [Z& e+ o(1)]+ e



SUCCESSIONI E SERIE DI FUNZIONI

CONVERGENZA PUNTUALE. Siano f,, n € N funzioni definite su di
un insieme E. Se, fissato comunque x € E, esiste finito lim,_, f,(z), diremo che
la successione di funzioni f, converge puntualmente (o semplicemente) in E alla
funzione f(z) := lim, ,o fu(z), = € E.

ESEMPIL. Se f,(z) = an,x € E , le f, convergono se e solo se a, converge e
lim, f,(z) =lima,. Se  f,(z) =2",2 €[0,1], allora f, converge alla funzione
che vale zero in [0,1) e vale 1 in z = 1.

In generale le proprieta delle f,, non si conservano nel limite puntuale. Nell’e-
sempio fp(z) = 2", z € [0,1] le f, sono continue, ma il loro limite non lo é.

CONVERGENZA UNIFORME. Se f, converge puntualmente in £ ad
f, si dice che la convergenza é uniforme (in E) se

sup | fn(2) — f(2)| 2 n00 0
zelE
ESEMPI.

1. La successione f,(z) = z™ converge uniformemente a zero in [0, a] se
0 < a < 1, ma la convergenza non é uniforme in [0,1). Infatti
sup 2" =a” — 0 mentre sup z" = 1.
z€[0,a] z€[0,1)
2. ( Traslazioni). Sia f una funzione (non identicamente nulla) nulla fuori
di (0,1). Siano falz) == f(x —n) le traslate di f. Allora f,(%) —n_ 00
0, Vz € R, ma la convergenza non é uniforme, giacché supg f, = supy f.

3. ( Cambi di scala). Sia f una funzione (non identicamente nulla) nulla
fuori di (0,1). Siano  f,(z) := f(nz) . Allora f,(z) 2n50 0, V2 € R, ma
la convergenza non é uniforme, giacché supg f, = supg f-

4. Fissato p € N, falz) = wﬁ_s:f;;) —nsoo 0, Yz >0 e la convergenza
é uniforme in [d, +00) per ogni 6 > 0: x > § = [fn(x)| < sirarse —n 0.

Se p > 3, la convergenza é uniforme anche in [0,0]:  |f.(z)| = |Si%\p£?ff£;§ <
lgp—3
S0P,

Invece, se p < 3, la convergenza in [0,d] non é uniforme: sup |fn(z)] >

0<z<d

fn(%) = %nQSinP% — 3 sep=2edivergesep < 2.



11 criterio di Cauchy.

fn € uniformemente convergente in E se e solo f, é ” Cauchy uniforme ":

Ve >0, 3nc: n,m > ne = sup|fu(z) — fm(z)| <€
z€F
Dimostrazione.

NECESSITA: f, — f uniformemente in £ = 3n, : |fu(z) = f(2)] <
[fu(z) = f(@)] + |f(2) = fm(z)| < € Vo € E sen,m > ne.

SUFFICENZA: intanto, per ogni fissato x in E, la successione n — f,(z) é di
Cauchy, e quindi f(z) := lim,_, f,(2) esiste finito per ogni z in E. Poi, dall’ipotesi,
fissato € > 0, dn, tale che

() = f(@)] < [fal@) = fn(2)] + [fm(@) = [(2)] < €+ [fm(z) = f(2)] Vo€ E

se n,m > n.. Mandando m all’infinito in |f,(z) — f(z)| < e+ |fm(z) — f(z)| Vz € E
si ottiene |f,(z) — f(z)| < € Vz € E, cioé f, converge uniformemente ad f.

Teorema 1. Sia f, una successione di funzioni continue in un insieme E.
Se f, converge uniformemente ad f in E, allora f é continua in E.

Dimostrazione. Sia zop € E. Fissato ¢ > 0 siano n., o, > 0 tali che
|fo(@) = f(@)] <€ Vo € E, |fo(z) = fa(®o)| < € Vo € E, |z — x| < I
Allora |f(z) — f(zo)| < 2¢, Vz € E, |z — xo| < 6.

NOTA. Se la convergenza non é uniforme il limite pué non essere continuo.
Controesempio: f,(z) = 2", z € [0,1].

Teorema 2. Sia f, una successione di funzioni integrabili in un intervallo
limitato [a, b]. Se f, converge uniformemente ad f in [a, b], allora f é integrabile in
[a, 0]

. b b .
fm [ f = [ lim f,

Dimostrazione. Siccome [sT —tT| <|s—t|, [s* —t7| <[s—t], Vs,t €R,
-, [, convergono uniformemente ad f*, f~ in [a,b]. Possiamo quindi limitarci a
considerare f,, f > 0 ( e nulle fuori di [a, b]).
Fissato € > 0, siano n., I; tali che

|fre(2) = f2)] <6, V& a,b], 0 < S(faii 1) = 5(faci Ij) < €



(possiamo supporre ogni I; contenuto in [a, b] oppure disgiunto da [a, b]). Allora

S(fs ;) —s(fi ;) <2 Y UI) + S(fas Ij) = 5(fne; I;) < 2e(b—a) + ¢

{j:IjC[G'!b]}
b b b
Infine, [[ fo — [ fI < [ |fa=fl < (b—a) SI[1pb}|fn(:E)—f(a:)| —ns00 0
a a a xE|a,
NOTA. Se la convergenza delle f, non é uniforme, il limite pué non essere

integrabile: se Q = {¢1,---,4n,---} € fo = X{q1,..an}» fn € integrabile in [0, 1], ma
xq(z) = lim, f,(x) non lo é.

Se la convergenza delle f, non é uniforme, pué accadere che f(z) = lim, f,(z) sia
integrabile ma lim, oo [ fn # [2lim, 00 fn. Ad esempio, f,(z) = nf(nz), z € [0,1]

ove f(z) = 357 converge puntualmente a zero mentre Iy falz)de = [ f — [¢° ff;

Il Teorema 1 non si estende ad intervalli illimitati. Ad esempio, f,(z) = % x[1, n]
sono integrabili e convergono alla funzione f(z) = 1x[1,+00) che non é integrabile.
Ancora di pit, se f é limitata ed integrabile su R con [g f # 0, fo(z) = L1 f(%)
converge uniformemente a zero (il limite é quindi integrabile con integrale zero), ma

rfn=Jr %f(%)dx =g/ #0.

Teorema 3.  Siano f, € C'(I), I intervallo aperto. Se f,(zo) converge per
un zy € I e f, converge uniformemente ad una funzione g in I, allora f,, converge
in I ad una f € C'(I) con f' = g.

Dimostrazione. Usando le ipotesi, il TFC ed il Teorema 2, vediamo che:
fle) = Jim fal@) = lim fu(oo) + lim [ 10 = Jim fulamo) + [ g(t)dt
Zo

NOTA. La convergenza uniforme delle f! é essenziale.

Un esempio fol@) = |z|"t%, z € (=1,1). Si ha
fi(z) = 1+ )\w\m —nooe Ly Per  # 0 e fi(0) =5 0 ( la convergen-
za non é uniforme!) e  f,(z) — |z|, V 2 € (=1,1), che non é derivabile in z = 0.

Un altro esempio: falz) = f arctannt dt = © [ arctant dr. Si ha

0
fl(z) = arctan nz — masexr#0e f’( ) =10, Vn. Poi, usando la regola di
de "Hopital, limy_, oo : Of arctan 7dT = limy_,  ,, x arctantz = 7|z, e
quindi lim,, 4 o % Jo¥ arctan 7dT = Tz che non é derivabile in z = 0.



Esempi e problemi.

o} n
1. Studiare il comportamento della serie di potenze E n2 ni ™.

Ricordiamo che 2n!! =24...2n, (2n—1)!! =13...(2n—1). Al fine di calcolare
lim,, |an|% = lim,, ‘ﬁﬁl (e quindi il raggio di convergenza), determiniamo dapprima,
n::)n

usando le formule di Wallis e di Stirling, il comportamento asintotico di n!!

Dalla formula di Wallis 2 = [2hP5g +0(2), otteniamo
[(2n2—n1!u)2]2ﬁ O(%) =3 = [(2;;!!) ] 2n+1 +O( ) e quindi
2(2n))? 17 1 T, o i 1
2n—1 = |22 | (14+0(= 2nll = |=(2n)?(2n+1)| (1+0(=
n-w= (28U avoq), = [Fenpens ] 0400)

Da qui, usando la formula di Stirling, n! = [n"tze™"](c+ O(2)), otteniamo

. L (Qn)n o _ \/%
(a2n) l 2n!! ] [ﬂ(22+1) (2n1)2 ]

(140(-) =

Van Ve

= 1+0
[W(2n+1)(2 )4n+1e—4n] (1+ (nQ)) [7rn(2n+1)]

2

logn

(140( ) = Ve+Of

)

a T — M o _ 2n —1 i _
(a20-1) [ (2n — 1) ] - (gng)z]ﬁ(lJrO(n?))
2n — 1 1 (2n—1)e 1 logn
- _(14+0(=) = [P 0= o
[m(gn)zln—klehz]ﬁ( + (ng)) [W(%H)]H( + (nZ)) Ve+0( )

. . . ;1
Dunque il raggio di convergenza é 7o

Comportamento per |z| = ﬁ Calcoli simili ai precedenti danno:

2n)" 1 1
@n)" _ - (1+0(=)): vaa zero come
2nlle™  [rn(2n + 1)k n 2m)

(2m)3 V/n
(271—1)2712_)1 _ [Qn—l]”_% lMF(HO(%)) =

e 3(2n — 1)!! e 2 (2n)tnt

INTA N
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1
= Ve(l—3)" [4282”:32] *(1+0(2)) che ugualmente va a zero come (%)i

S

. . . _ 1
Dunque la serie diverge in z = Ze

_n
2

Studiamo ora il comportamento in x = —ﬁ . Posto b, := a, e” 2, la serie si

o0
riscrive come Y. (—1)" b, . Dai calcoli precedenti si trova facilmente che

n=1
= /= 1 = 4 [ — 1
b2n 2 +O( )7 b2n+1 T +O( )

e quindi by,_1 > by, € by, < bypr1 . In particolare il criterio di Leibnitz non si
applica. Ed infatti, dalle stime precedenti si vede anche che

1, & L 1,
bon = O(1) + (= — | = o)+ (2 /
> b = 0+ (1)} Y o] = o+ (! [ s
1
ove f(z) := [m]‘l é funzione decrescente in [1,+00). Analogamente, posto

g(z) = [%]Z , Tisulta

N[ oM+ 1 rzO(l)er

N
5 bt = O [Ty

ed allora, usando la regola di de I’'Hopital

=
— 2
\t
Q

N 1 T
Zb2n (%)fo 1 ; 4

lip T = i = () am T ()t <
zlzb2n71 ﬂ-z‘lfg ™ x 7T

N N
equindi Y by, — Y bop_1 —N—100 —00 e quindi la serie non converge in —ﬁ.
1 1

2 Siar > 0. Studiare la convergenza di ~ f,(z) := H”Tz;ﬂ, z > 0.
Chiaramente , Vz > 0, fo(2) =p500 0.  Discutiamo quindi di (eventuale)

convergenza uniforme a zero.

Siar > 2. Da  limg, 1 fu(z) = 400 Vn, segue che la convergenza non é
uniforme in [0,400) . D’altra parte,
o Hr — n?2%(2 — 1)]

A5 n2a?)? >0 V>0 =

r>2 = fl(z):=



suPg<r [fn(2)| = fu(M) —n 00 0 = fn converge uniformemente in [0, M], VM > 0.

Se r = 2, le f, sono ancora crescenti, ma sup,sg |fx(7)| = limg, 1o fu(z) =

Dunque f, va a zero uniformemente in [0,+00). In effetti in tal caso f,(z)
2

o f(nz), f(z) =

1
ot

Sia r < 2. In tal caso f; ha un unico zero, che é punto di massimo per
fn, dato da z, = 1./;7 —, . 0. Ed allora SUP,>s fn() = fu(0) —n O e

n\/ 2—r
cioé la convergenza é uniforme in [, +00), comunque piccolo sia preso §. Di pidg,

SUPz>s fo(@) = falzn) = 2317[1(2%,)% —, 0ser > 1:

1<r<2 = f, converge uniformemente a zero in [0, +00).

Sia infine 0 < r < 1. In tal caso f,(x,) non tende a zero (infatti va all’infinito
se r < 1), e quindi la convergenza non é uniforme in [0, §] quale che sia § > 0.

o0 o
3  Sotto quali ipotesi lim, [ f, = [lim, f, 7
a a

+o0
Esempio. f limitata in [0,400) = [ f(z) e™dx —,.0 0. Infatti
0
+o0 +00 +00
| [ flz)edz| <sup|f| [ e"®dz = 2L [ e=dz. Notiamo che f(z)e ™ —,
0 0 0

n

0, Vx > 0 e che la convergenza é infatti uniforme in [4, +00), V§ > 0, ma non in [0, 4].
L’uniforme convergenza non basta. Ma
Proposizione. Se
(i)  fn —n f uniformementesu [a+0,M], V6>0,M >a
(ii)  dg tale che |fn(z)| < g(x) Vn, x con :fog < 400
allora lim,, :fo fn = :folimn fn

Infatti: -
Vé>0M>a+d, limsup|/fn—f|§

a+9 00 a+9d 00
limsup[/\fn—ﬂ +/|fn—f|] <2 [g+2fg<e se M>Me),5<5
" a M a M



L’ipotesi | f,(x)| < g(z) (infatti basta che esistano xg, ng tali che |f,(z)| < g(x) Vo >
Zo, Yn > mg) viene chiamata ipotesi di equidominatezza).

o0, oo .
Ad esempio, lim,t, = t>0 = lim, Of AL o~tn® dy = g SBL ote

) : . ing _ _t .
C’¢ equidominatezza:  |#2Z e ™% <e”2, Va >0, se n é tale che t, > L.

La convergenza é uniforme in [0, M]:  |82Z[¢ tn® _e~t2]| < e~ t@[elttn) 1| < ¢
se [t—t,|M < &, (infatti la convergenza é uniforme su tutto [0, +00), perché e »* < e
uniformemente in n se x > M,).

oo .
NOTA  Abbiamo in effetti provato che la funzione ¢ — [e #8824z ¢
0

continua in ogni £ > 0. E anche continua in ¢ = 07 Ci chiediamo cioé se é vero che

©gsing © ginx
t, — 0T :>/ et"wda:—>/ dx
0 x 0 z

. o o, 7 . 1 _z 1 .
Prendiamo per semplicitd ¢, = % Notiamo che ®*e™» —, *'% uniformemente
+oo .
sui limitati, ma non cé equidominatezza perché [ [*2%|dr = +oo. Proviamo
0

che ugualmente é lecito il passaggio al limite sotto segno di integrale. Scriviamo
T o .,

f(z) = ({ S‘Tnt dt  per cuilim;_, o f(z) = 6[ Sl—;‘t dt . Allora , integrando prima per

parti e quindi cambiando variabile, otteniamo

o gj z 1 e z [
/ ST % dy = —/ f(z)e ndx = / f(nt) e " dt
0 0 0

T n

0o
Ora, lim,, f(nt) = [ ®2% dz ed infatti la convergenza é uniforme su [6, +-00), Vé >0
0
© .

perché [ %ﬁ dt =4 100 0. Inoltre, ¢’é equidominatezza:

[f(nz)e | <sup|f(t)le* e sup|f(t)] < +oo

>0 >0

perché f é continua e lim; , ., f(t) esiste finito. Concludiamo che

© sinx

dz

B i = [T fnt) 7t dt oo [Nim f(ut)e e = [
A 0 n 0
0

Zz Zz
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