AMZ2: Tracce delle lezioni-III settimana

Calcolo dell’integrale di Gauss (mediante la formula di Wallis):

+o0o 2
/ e’ dxr = VT
0

2
Cominciamo con la diseguaglianza elementare
_ 1
(%) l—z < e < , Ve >0
1+z
La diseguaglianza di sinistra, valida per z = 0, segue da £ [e *—(1-z)] = —e “+1 >

0, Vz > 0. La diseguaglianza di destra, equivalente a x — log(1 + z) > 0, segue da

Lz —log(l+2z)=1— >0, Vz>0.

Sostituendo x con z? in (*), elevando alla n ed integrando, si ottiene

1 +oo +o0 dx
1 _ 2 ’nd < / —Tl$2d < / o
/0 (1—a)de < o = (14 22)n

Effettuando il cambio di variabile z = ﬁ in [;°° e~ dz, otteniamo

1 “+00 5 +oo dl‘
— )" < —t < "
\/ﬁ/o (1-1x) da:_/o e dt_\/ﬁ/o A+

. . +oo  dz _ 1 27 1
Ricordiamo che ;™ m3%w = 5/ mmg + o(F5)-

Inoltre, effettuando il cambio di variabile x = cost, otteniamo

™

1 7 2...2n T 1
_2\n — o 2n+1 — — _
/0(1 v)'de /0 ST = o ) sons1) T m

)

ove 'ultima uguaglianza segue dalla formula di Wallis. Riassumendo:

nm +oo 2 1 2nm
— 1ol </ gt < - 1
2(2n+1)+°()— o ¢ s gy gg T oW

Passando al limite per n tendente all’infinito si ottiene [;F* e=*" dz = v

9 -



INTEGRALI E SERIE

+00 n+1 n j+1
Dalla additivitd dell'integrale: [ |f| = lim, 100 [ |f] = limpsi00 > |f]-
1 1 =1

400 j+1
Ovvero, f é integrabile su [1,+00) se e solo se la serie ), [ |f| converge, e in tal

=17
+00 10 rjt+1
fowm=x )

Analogamente, f é integrabile in senso generalizzato su [1,+00) se e solo se la
. toogtl .
serie >, [ f converge, e in tal caso
Jj=1j

Caso

11 caso di funzioni non negative e decrescenti

j+1
Se f > 0 é non crescente in [1,+00), allora f(j+1) < [ f < f(j), Vje€N
J

e quindi
+oo
Yo ) < 40 & /1 f < 400
J
ESEMPI
1. Sia f(z)=2L. Siccome [{"* Ldz < +00 se e solo se r > 1 la serie

(armonica generalizzata ) Y, % converge se e solo se r > 1.

9 +oo dzx
: 2 z(log z)"
se e solo se r > 1.

< 400 se e solo se r > 1, e quindi la serie )", o converge

1
logn)™

J+1
La diseguaglianza f(j+1) < [ f < f(j), Vj € N pub essere utilizzata per:
J

I) stimare la rapiditd con cui diverge la somma parziale di una serie divergente

IT) stimare la rapiditd con cui converge a zero il resto n-esimo di una serie con-
vergente.



D SO+ )= f@dr + (@) =T £) + o).

3

. . . . . . +w n+1 +w
ove la serie (a termini positivi) > (f(n) — [ f) converge perché > (f(n)—
1 n 1
n+1 +o0

[ f) < ¥ (f(n)=—fn=1))=f(1) — f(co) < 400 . La formula segue poi da
n 1
n+1 n ) Jj+1
O+ A fm) =] fl@)de + ¥ (FG) = [ [).
= j

ESEMPI

1. 1+1+...2 =log(n+1) +7 + o(1)

(v = 4—2020(% — log %) < +o0o0 si chiama costante di Eulero-Mascheroni)

1
2. Fe>0: Ty ppgn = logllog(n +1)] + ¢ + o).
3. nl = "2 (b4 o(1))

+oo 1
(logh := 1+ %’y— >nf ((71;% Si pué provare che b = v/27: formula di Stirling)
T 0

)

1. Sia f(z) = 1, cosicché 1+3+...+1 = f(1)+...4+f(n) = [ L4y+0(1) =
log(n+ 1) + 7+ o(1).
2. Analogo ad 1., con f(z) = —

zlogzx”

3. logn! =log2+...+logn =
2 n n
(10g2—/logtdt)+...+(logn—/ logtdt)+/ logtdt = f(1)+...+f(n—1)+nlogn—n+1
1 n-1 1

ove f(z) := log(z+1) — [*'logtdt = 1 —zlog(1+21) > 0,Vz > 0 é decrescente
(a zero). Proviamo che
(1-1)°

&) = 57 = ala) ale) =« [ G0

Infatti, posto per s € (0,1), ¢(t) = log(st+1),t € [0,1] la formula di Taylor di
ordine due per ¢ da

log(l14+s) = p(1) = s— —+ 53/(7dt



Posto in tale formula s = %, si ottiene ’espressione voluta per f(z). Ovviamente,

a(z) = 5= — f(z) é continua ed é anche integrabile in [1,+00) perché a(z) < % e

quindi
n 1 20
/1 f = Elogn — /a(x)dx + o(1)
e quindi
1 i
fA)+...+f(n—-1)= §logn— /a(x)dm + 7 4 o(1)
1
+00 n+1 +o0 n+1
ove r = le[f(n) — 7{ f] = 21: [(i —a(n)) — 7{ (ﬁ —a(x))dx] e quindi
00 +oo
ro= %7—2@(7’&) + 1/a(:r;)dgr;
Quindi

1 1 =
logn! = (n+§)logn—n+1+§’y—2a(n) +0o(1)
1

n—|—%
nl = ”en (b+o(1))
1 +oo 4 (1—1)?
logh := 1+§7_21:n/(n—|—t)3

0

j+1
IT) Sia f integrabile. Da f(j+1) < [ f < f(j), Vj € N segue 0 <
J

[Sion f()] — +foo f < f(n). Se accade che f(n) = o[> f) per n tendente

n
all’infinito, allora
+oo +oo

SI@) = [ fe(f 5

jzn

ESEMPIO. Sia 7 > 1. Allora Y5, 57 = et + °(51)-

jzn yr nr—1



INTEGRALI DI FUNZIONI NON LIMITATE
INTEGRALI IMPROPRI

Nel seguito, considereremo funzioni integrabili su [a,b — §] (@ < b) od anche su
(—o0,b— 6] Vo > 0 piccolo (analogamente su [a + 4, b], [a + d,+00)) . Ad esempio,
se —00 < a < b < 400, funzioni continue in [a,b) (risp. (a,b]. Dal Teorema di
Riemann segue subito che una funzione siffatta é certamente integrabile se é anche
limitata.

PROBLEMA. Dare condizioni di esistenza e metodi di calcolo per integrali
del tipo [° f (f in generale non limitata)

Le funzioni che considereremo si assumeranno, senza perdita di generalita, nulle
fuori di [a,b] ed f integrabile significherd integrabile in [a, b].

Teorema 1. Sia f integrabile su [a,b — ], V§ > 0 piccolo. Allora

(i) f integrabile < lim, ;- [ |f| < 4o0.

(ii) f integrabile = lim,_,- [* f = [° f.

Dimostrazione.

(i) Necessitd: da [f| > 0 e dalla additivtd dell’integrale segue che [’ fT e
[ f~ sono non decrescenti e superiormente limitate da [ |f| e quindi esistono (fini-
ti) limg - [0 |f], limgyp- f; f . Sufficenza: stesso argomento del caso di un

intervallo illimitato.

(ii) L’esistenza di lim, ,,- [ f é gid stata osservata in (i). Che lim, - [ f =
f;’ f, segue dal

Lemma 1. Sia f integrabile, Is:=[b— d,b]. Allora
VZIJ, / |f‘ 760 0
I5(b)
Dimostrazione in Appendice.

NOTA. TI fatto che lim, ;- [ f esista finito é condizione necessaria ma non
sufficente perché f risulti integrabile.



NOTAZIONE S2If) = limgy- [* |f)

sia che il limite a secondo membro sia finito od infinito. Con tale notazione, il
Teorema 1-(i) si riscrive

b
f integrabile in [a,b] < / f| < +o00

ESEMPT .

a) sea <1, flfa_hmz_)ol:ﬁ:ﬁ

b) se o > 1, fld(f—hmw_,oly‘f:—l-oo

c) Jo % =1lim, o+ logt|} = +oo

d) o a +‘i“)” 7 = Infatti
JfR(H‘fgﬁ = f(ﬁ@) = arctan/§ — arctan VR =

+0o0
of (1+:r Vo 11m5—>0(hmR_,+oofm) -

NOTA Tale integrale permette di riottenere I'integrale di Gauss da f; > e v ds =
+oo “+00

e dt e (vedi Appendice) ( [ e—\/{:dt)2 =
0 0

dz
(te) vz
La proprietd lim, ,,- [ |f| < +o0, si riscrive (condizione di Cauchy)
Proposizione 2.
) 2 fl <400 & Ve>0,30:b—6<m<m;<b= [ |f] <e
(ii) J° f esiste & Ve>0,30,:b—0<2<z9<b=> | o2 fl <€
(iil) [° |f] <400 = lim,,, [ f esiste finito
Dimostrazione.
(i) E la condizione di Cauchy perché esista finito il limite, per z tendente a b da

sinistra, di F'(z) := [ [f| glaccé F(x2) — F(z1) = [;7 |f]-
(ii) Come in (i), (iii) segue da | [;7 f| < [77 |f]-



Teorema del Confronto.

()3 >0: [f(z)] <glz) Yzeb—06b), [[g<+oo = [;[fl < +oo
(i) 36 >0: f(z) >g(x) >0 Vo e[b—6,b), [Pg =400 = [°|f] = +o0

Corollario A. Sia f integrabile in [a,z], Vz < b.

(1) 3IM, 6 >0, a<1: |f(z)| <2 Vze[b-45b) = f4&integrabilein [a,b]

[o—b]®
(i) 3M,6 >0, : |f(2)| >ty Vaeb-4b) = [JIf] = +oo
Corollario B: integrabilitd e comportamento asintotico.
(i) Ja<1l: |z=0b*f(x)] 2205400 ¢ < +00 = f integrabile
(i) 0 |z =0) f(@)] Domtoo ¢ > 0 = [FP[f] = +00
Inegrabilita in senso generalizzato, integrali impropri.
Senza ipotesi di integrabilitd su f, lim, ,,- [ f non esisterd in generale.

Definizione (di Integrale Improprio).

f, integrabile in [a, b— ] per ogni ¢ piccolo, si dice integrabile in senso improprio
(o in senso generalizzato) in [a, b] se

T
lim/ f esiste finito
a

T—b~

e diremo (con abuso di linguaggio: f potrebbe non essere integrabile in [a, b]!) che

b T
/ f = lim / f
a z—b— Ja
é l'integrale improprio (o in senso generalizzato) di f su [a, b].

Dal Teorema 1 segue:
se f >0, (f é integrabile in [a,b] < (f é integrabile in senso generalizzato (in

[a, b])

se f cambia segno, (f é integrabile ) = (f é integrabile in senso improprio), ma
non viceversa.



APPENDICE

Dimostrazione Lemma. E certamente vero se esiste § > 0 tale che SUPJ;(a) f<
400. Supporremo quindi che Supy, (g f = +0oo Vo > 0.

Sia 0o > S(f;1;) =

(supI f)U(I;). Ci6 comporta che, per ogni j, sup [; < x
oppure inf I; > z ed anche che fissato e > 0 esiste je tale che ije supy, fli(I;) <e
Ma allora per 0 abbastanza piccolo, Is(z) N I; = 0 per j = 1,.

S(fxiy); 1) = 2>y SUpy; flU) <e

.., Je € quindi
: : +eo et 2 +eo dz
Dimostrazione della formula  ( Of dt)? = f o) 75
Effettuando il cambio di variabile t = 07 per un # > 0 fissato, otteniamo
“+o00
e—t _ +00 e L e_—t . .
f rdt = V0, dT e quindi bf 7 Of \/Edt. Quindi la
¢ O —(1+6)r 40 = e +°°e—er Q9 = < T a6 .
unzione 7T — g 78 = e Of 78 = { 7 ¢ continua e
integrabile in (0, +o00) e

+oo oo o~ (1+0)T +oo p—t
= / ( / ¢ do)dr = ( / ¢
0 0

——dt
Vo

0 Vi y
f+00 e (1+0)7

Considerazioni analoghe per 6 — o dr =

1
VO(1+9)
/-I-oo +oo = (1+0)T

+oo de
dr)df = _—
) o VO(1+6)

Si tratta quindi di provare che A

B. Tale uguaglianza segue da un fatto
generale (teorema di Fubini), che andiamo a verificare in questo caso particolare

Supponiamo (lo proveremo dopo) che V € >0, 3d., M, tali che

@ A = a- [N <

(+¥)  B(6,M) = B —/ /Me o

dr)df < e

V§ < 6, M > M. Ora, suddiviso I'intervallo [4, M] in n intervalli uguali e disgiunti
I;, possiamo scrivere, usando 'additivitd ed il teorema della media

/ /Me 1+0)rd7_ - Z/ / —(1+9)7

dr)do =



M (5/ e~ (+0)7 M =6 e 0T
ij

per opportuni 0, € I, Tj € 1. Analogamente si trova

M g=(+0)7 M- e (0T}
[ af)dr = (P
ij 0;

per certi 0] € I;, 7/ € I;. Ed allora

| / / ¢ (1+0)Td7')d6’ - /5 Y /5 " e(\l/J;)Tde)dﬂ -

M5y T a0 s et
— << (M —46)“su -
'% Y R N AN
e—(1+6)7'

se n € scelto opportunamente grande, in virtd della uniforme continuita di 70
Ci6 prova che A = B in virtu di (x), (*x).

Proviamo infine (x), (**). Si ha

—(1406)T

A6, M) = Jomomtion) U o dO) dr + [ Jpsiops, so0) S d6) dT

e f(f CEUT i)dr < oo S fipguppre o S d) dr < e se
0 < 5€,M > M.. P01

I oy S do) dr = [M(e ™ J§ SdO)dr < [M e dr [ 4 < ¥

M . 400 o
mentre { (e A{[ 7 T

M

Td0)dr < = [(e T [{C e T dR)dr =
é
<

ﬁ {( e T[% ]dT < (5\/_(1+M) ese (14+ M)VM > 5. Cié prova ().

Analogamente

e (1+6)T

B, M) <e+ [ (Jio,5100,+00) dr) df se § < 6., M > M.,

M (1+6)r —(1468)5 4 o—(14+6)M) .
mentre 5f(f[o,5]u[M,+oo)er T)dO = f - (Hég% < [(1468)5+e M

e questo prova (k).



