AM2: Tracce delle lezioni-1II settimana
ALCUNI INTEGRALI CHE BISOGNA CONOSCERE

1. (integrali immediati)

Tz 1 _
Jo o dt = arctanz

IS \/117—7:2 dt =sin'z=7—coslz, [z]<1

o gz dt = sinh™ z =log(z +v2? +1) z€R
I \/tz— dt = cosh™' z =log(z ++v22—-1) ,Vo>1
2. (mediante integrazione per parti)

Jysin*tdt = [Jcos®tdt — cosxsinz =

Jgsin*tdt = L(z —sinzcosz), Jy cos’tdt = 3(z +sinz cosz)

N[

[¥sinh®tdt = — [ cosh®tdt + coshxsinhz =

Jysinh®tdt = L(sinhzcoshz —z), [§cosh®tdt = 1(z +sinhzcoshz)
[flogtdt = — [Fdt + tlogt|f =1—1z+ zlogx

Jo arctantdt = — [§ Lzdt + tarctant|§ = zarctanz — 5 log(1 + z?)

3. (integrazione mediante cambio di variabile)

JENVT =2 dt = (t :=sins) [ “cos? sds = 1(sin™'z 4+ zv/1 — 2?)
JEAVT2=1dt = (t := cosh s) [f "% 5inh? sds =

=1(zv2? — 1 —cosh™' ) = %[x\/m —log(z + V22 — 1)]
JEVEF+1dt = (t=sinhs) ™ ©cosh? sds = 1(@V1+ 22+ sinh™'z) =
= Lzv1+ 22 +log(z + V1 + 22)]



ESEMPI DI UTILIZZAZIONE DELLA FORMULA DI
CAMBIO DI VARIABILE

1. fpari = F(x)= [y f(t) dt é dispari. In paricolare, [* f =2 [ f
2. f dispari = F(z) = [y f(t) dt é pari. In particolare, [*, f = 0.
3. Sia f funzione T'—periodica (cioé f(t+T) = f(t) Vt). Allora

/Ow f(t) dt é T-periodica se e solo se /OT f=0

Per provare 1. e 2. basta usare il cambio di variabile t = —s. Circa 3., usando
il cambio di variabile t = s + T si trova:

i) [oir f) dt = [ f(s+T)ds= [, f
3i) [Ty dt= [  f+ 5T =00 f+ =) f VYa
3ill) (7T f= T fH T =5 f+ JL f =7 fseesolose [§ f=0.

Esercizio. Provare, usando 3. ed il cambio di variabile ¢ := s + 7, che

T o9 T 9 n
/ sin tdtz/ cos“tdt = —
0 0 2

INTEGRAZIONE PER PARTI: FORMULE ITERATIVE

1. Se I,(z) := [y t"e" dt, é I,(z) = z™e® — nl,_1(x)
2. Se I,(z) := [ t"e ! dt, é I,(z) =nl,_i(z) — x"e™"
3. Se Sy(zx) := [§ sin™ ¢ dt, Ch(z) == [y cos™ t dt, é

Sp(z) = (1=1)Sp_a(z)—Lsin" ' zcosz, Cp(z)=(1—2)Cpa+=cos" ' zsinz

4 Son(5) =515 (1=5) - (I=55) Sonri(5) =(1—5(1—3)-- (L—57)-

Da cui la formula di Wallis:

T 24 ...2n

B 1
2 [35...(2n—1)

2n+1

]2

+ o(1)



5. Se In(x) == [§ fryw dt, é Lni(z) = 5500 + sty
(1+t%) ( )

— [z trTl 5 — n=2 _
6.Se I,,(z) := [§ e dt, é I,(z)= I, 5

Esecuzione dei calcoli:
L. [ytretdt = —n [y t" et + ame® | 2. [fthe tdt=mn [ft" et —ame @
3. Jysin™tdt = [fsin" ' tsintdt = (n — 1) [§sin""%tcos? tdt — sin" ! x cos x

= n [Tsin"tdt = (n — 1) [Tsin" 2 tdt — sin" ' zcosz . 4.: da 3.

1 — —
5‘ f(;l: mdt fO dt 1+t2 dt + 1_|_t2)n ‘0 2n fO 1+t2 n+1 dt + (1+$2) -

2n f(‘)z (1+1tz)n - (1+t%)n+1 = 2n f(;c 7(1+t§)n+1 dt = (27’), — ].) fow (1+ig)n + (1+:;2)n'

— z H*QE 1 _ n__2 T tn—S B wn_z
6. In(x) — Jo t dt n(1—|—t2)% dt I f() (1+t2)% dt n(1+t2)% .

Concludiamo con una estensione del Teorema del valor medio in forma inte-
grale, fornita dal Teorema Fondamentale del Calcolo: se ¢ € C'([0,1]), (1) =

©(0) + fy ¢ (t)dt = (0) + ¢(p-i.).

Formula di Taylor con resto in forma integrale . Sia ¢ € C*([0,1]).
Allora, per ogni naturale n, si ha

" (n—1)
L G Gy 000 o,

p(1) = ¢(0) +¢'(0) +

Dimostrazione. Infatti, ¢(1) = ¢(0) + f; ¢'(t)dt: (%), é vera.
Supponiamo (x), vera. Mediante una integrazione per parti, otteniamo

Gy e i =~ [ B B =
- % 01(1 — D (1)t 4 —e"0(0)

Segue allora che (x),,1 é vera.



INTEGRALI ESTESI A UNA SEMIRETTA
INTEGRALI IMPROPRI

PROBLEMA: Dare condizioni di esistenza e metodi di calcolo per integrali
del tipo [g fX[a,+00) (considerazioni del tutto analoghe per [g fX(—oos)-

Le funzioni che considereremo si assumeranno nulle fuori di [a, +00) ed integra-
bili in [a,z] V2 > a. Nel seguito, integrabile significhera integrabile in [a, +00).

NOTAZIONE: Se f é integrabile, si scrive  [;"° f := [g fX[a,+00)-

Teorema 1.

(i) [ é integrabile & lim, , o [ |f| < +o0.
(ii) f integrabile = [F®°f = lim, , o [ f
Dimostrazione.

(i) Necessitd: da |f| > 0 e dalla additivitd dell’integrale segue che x — [ |f] é
non decrescente e quindi esiste lim, ;o /7 |f]. Da [7|f| < [;F°|f| segue che tale
limite é finito. Sufficenza: in Appendice.

(ii) Comein (i), 7 f* e [ f~ sono funzioni non decrescenti e superiormente lim-
itate da [g |f| e quindi esiste finito lim, o0 [ f = lm,1oo(f7 fT—J7 f7) . Resta
da provare che [[*® f = lim, ., [7 f. Questo fatto segue da | [ f — [F f| <
[5°° | f| e dal seguente

Lemma . Sia f integrabile. Allora TFUf| =est00 0

Dimostrazione in Appendice.

NOTA. 11 fatto che lim, , ., [ f esista finito é condizione necessaria ma non
sufficente perché f risulti integrabile (vedi CONTROESEMPIO pit avanti).

NOTAZIONE: L f] = limgsyoo [T | £

sia che il limite a secondo membro sia finito od infinito.



Con tale notazione, il Teorema 1-(i) si riscrive

+00
f integrabile in [a,4+00) < / If] < 400

a
Corollario. Le seguenti affermazioni sono equivalenti:
(i) f non é integrabile (i) [F*® |f| = +oo  (iii) I(|f|) = +oo
Visto il Teorema 1-(i), basta mostrare che (ii) = (iii):

limg 00 [3 |f| =400 = VR >0,3x: [J|f| > R+1 = 3L, : s(|fX[a,+00)5 Lj) =

> s(1fxteas ) = R = I(|f) = +oo

ESEMPI .

a) o 1+1t2 dt = lim,_, c arctant [§ = §

b) fmfézlimz_ﬁoot;_;:\f:ﬁ, se a > 1

c) T = limy o tll_;ZFf = +00 sea <1

d) % =logt|{™ = +o0

e) [y ame® =n!

f) 0 (1+t§t)"+1 = 13;'4'.(..227:1_1) 2 =3 2211 + o(\/ﬁ)
g) 0+Oo Liﬁtz = %

(14¢2) 2

h) e dg =

Traduciamo ora nei termini della condizione di Cauchy la proprietd [ |f| < +oo
(rispettivamente, lim,_, ., [; f esiste finito).

Proposizione 2.

G) [F°)f] <+o0 & Ve>0,3z.: z <z <z0= [7|f] <¢



(ii) limy 400 f, f esiste finito & Ve > 0,3z : o <21 <z0 = | [ f| <e
(iii) L7 |f] <400 = limg,iq0 [ f esiste finito

Dimostrazione. (i) E la condizione di Cauchy perché esista finito il limite, per z
tendente all’infinito, di F'(z) := [ [f| : F(x2) — F(x1) = [;7 |f].

(ii) Come in (i), con F(z) := [ f.

(iii) segue da | 77 f| <[5 [f]-

Diamo ora condizioni sufficenti, senplici ma molto utili, di integrabilitd /non in-
tegrabilitd per f (equivalentemete, per |f]|).

Teorema del Confronto.

()3R>a: [f(z)] <g(z) V2= R, [[¥ g <400 = ['*|fl < +oo
(i)IR>a: 0<g <f Vo >R, [[®g=+c0 = [I®f =40
Dimostrazione. (i)

Ji¥ g < 400 & sups.Jy g < 400 = sup,s, fs |f] < +oo perché
f(@)] < g(@) Yo > R = [ [fl=[FIfI+ [z [/l < LTI+ [k ¢ e quindi
J 1] < oo

(ii) Analogo: [,/ g = +o0 <« SUDy>q o § = +00 = SUp,s, [, f = 400
perché f < g per z grande e quindi [;"* |f] = +o0

Corollario A.

(i) IM,R>0,a>1: |f(z)] <X Vz>R = [ éintegrabilein [a,+0c0) (e
quindi é integrabile in senso generalizzato)

() SM,R>0: |f@) = %, Vo> R = 7 |f] = +oo

Z

Dimostrazione.

(i) Segue dal Teorema del confronto: infatti ;"> % < +oo0 se a > 1 (Esempi
2-b)
(ii) Analogo: [;™ % = +oc.



Corollario B: integrabilitd e comportamento asintotico.
i) Ja>1: z%|f(z)] 225400 ¢ < 400 = f integrabile

(i) 2[f(@)] Zamstoo € > 0 = [FPUf] = 400

Integrabilitd in senso generalizzato-Integrali impropri.

Senza ipotesi di integrabilitd su f, lim,_, [ f non esisterd, in generale (ad es.,
f(z) = sinz). Infatti il limite per = tendente all’infinito di [ f = [ fT — [7 f~
sard infinito o potra non esistere affatto se una o entrambe le funzioni [ f*, [~ f~
divergono per x tendente all’infinito.

Pué tuttavia accadere , pur se f non é integrabile, che lim, . [ f esista
ugualmente. Tale circostanza é oggetto della

Definizione (di Integrale Improprio).
f si dice integrabile in senso improprio (o in senso generalizzato) se

T
lim/ f esiste finito
a

Tr—400

e diremo (con abuso di linguaggio: f potrebbe non essere integrabile in [a, +00)!)
che
+oo . x
["re am [ 1

é I'integrale improprio (o in senso generalizzato) di f su [a, +00).

Integrabilita e integrabilita impropria.

Dal Teorema 1 segue:

se f >0, allora f é integrabile < f é integrabile in senso generalizzato

se f cambia segno, allora f é integrabile = f é integrabile in senso improprio
( ma non viceversa!)

Il fatto che l'integrabilitd in senso generalizzato non implichi I'integrabilita é il-
lustrato dai seguenti



CONTROESEMPIO 1. fl@) = i O v (@)

(funzione che vale (_i)n in [n —1,n) e zero in (—o0, 0)).
(1) limgpoo 7 f = S5 S
(ii) f non é integrabile su [0, +00), perché [ |f| = +oo

Verifica di (i):

[r=["s+[1- [z:]:% +o(1)

(1 f fl1< 1+ ] —e-rtoo 0!) e quindi

Verifica di (ii): [f| = 342 & Xp-1), € quindi I(|f]) = 3% 5 = +oo.

CONTROESEMPIO 2. f(z) = Sigwx[l,%@

é integrabile in senso generalzzato ma non é integrabile:

() S 52t dt = +oo

(i) limg,jo0 J{ 22t di esiste finito.

Prova di (i). Sia [ :={z € [0,7]: sinz >3}, I,:=1+ (n—1)m. E

I(I,)=1(I)>0 VneNe |%| > -1 Vz € I,. Dunque

2nm?

+oo gint +oo I 1 I 1
— | dt > / — t)dt > (I — =
[ IEE L g 2 D3 o = oo

Prova di (ii).

T sint z cost cost , oo cost
Lo
1 t 1 12

Infatti [;7° [95| dt < 400 perché |93 < Le [ % < +o0.




APPENDICE

Deduzione della Formula di Wallis. Sia S; := S;(%3). Si ha

Son = (1= 37080 2= (1= 5:)(1 = 5.5)Som 4 =

(I-D)1—L)... =1 fFsin?tdt=(1—L)(1—55)...(1- 1)z
Sont1 = (1 = 5557)Son1 = (1 = 557) (1 = 577) Son—3 =

(1— i) (1= i) o (U= D) fF sintdt = (1 — 52ig) (1 — 5ig) - (1= 1),

. Som
Poi, sinz <1 = Sy,_1 > Sy, > SZn—H = Sz +1 > 52n : > 1. Ma

San—1 _ 2n+1 Son  _ 35..2n-1)35..2n-1)(2n+1) ©

Son+1  2n Sont+1 24 ..92n 24..2n B equindi
iy 2 PE%Pen+ )5 21 equindi §(2n+ DIEECEIP = 1+0(1)

Dimostrazione del Lemma . Possiamo assumere f > 0 (|f| é integrabile !). Sia
I; tale che S(f;I;) < +oo. Se suplj, = +oo per un jy, allora f = 0 1in [, e
quindi [ f = 0 per z € I;, (e quindi per = grande). Sia supl; < +oo Vj. Da
>j(supy, f)U(I;) < +oo segue che, fissato € > 0, Jj. tale che ;5 ;. (supl HUI;) <e
Sia z >supl;, forj=1,...,7, e quindi J; ﬂ[m +o00) = 0,5=1,...,j. Allora

[T S S0 i) 1) < X (up U < €

i>je Li
Dimostrazione di < in Teorema 1-(i). Siaa =21 < 23 < ..., T, = +00, I, :=
[xn,:an) n € N.
E 00 > limu oo i [f] = limyoioe X570 540 |f] = 425 Jim |£].

Poi, dall’integrabilita di \f|X1n, segue che, Vn esiste una partizione (I;)jen
tale che Y ;(supy,; [flxr,) {(In;) < Lo f$n+1 |f| e quindi

LSy
3 Y sup [F)UyN L) < 3 lsup [fxe) 1) < 143 [ 7] < oo

Siccome (I,; N I,)p jen € chiaramente partizione, troviamo che I(|f|) < +oo.
Di nuovo dall’integrabilitd di |f|xy,, segue che, fissato ¢ > 0, Vn esiste una

partizione I,; tale che Ej(suplnj |fIxz,) U(In;) — X;(infr,; | flxz,) ((In) < 57
e quindi

S (sup F) Uy L) — X X ink [f) 1T 0 L) < e
n j nj N In n j nj(n



