AM2: Tracce delle lezioni-I settimana

INTEGRAZIONE DI FUNZIONI REALI DI UNA VARIABILE REALE

NOTAZIONI:

Converremo che +0coa = +oo se a > 0 e che 0 co = 0.

I indicherd un intervallo, I(I) la sua lunghezza ({(I) = 400 se I é illimitato).

Se I;, j = 1,...,n sono intervalli disgiunti, scriveremo I(U}_,I;) = 37, I(I;).
Notare che se J; sono n intervalli é [(U;J;) < 3, 1(J;).

I;, j € N é partizione di Rse U;[; =R eI,NI; =0 Vi#j. Se I;, J; sono
partizioni di R, I;; := I; N J;, (ugualmente partizione di R) si chiama raffinamento
di I, J;. Notare che I; = U;I;;, J; = U;I;; (unioni disgiunte!)

Se f:R— R, ACR,

ir}lf f=inf{f(x):x € A}, sup [ =sup{f(z):z € A}

Se ACR, xa=1in A, x4 = 0 fuori di A é la funzione caratteristica di A.

= P (@) = 0 se f(2) 0, f5(z) = £(2) se f(z) > 0)

F7 = — Xty (@) = 0 se () > 0, () = —f(2) se f(z) < 0)

ALCUNI FATTI ELEMENTARI

f=r-r, fl=f"+f, (=Nt =171, (=) =r"

(f+9"<f"+g"  (f+9 <[ +g"

infaup f <infx f <supy, f <supyup f

infy f + infy g <infu(f +g) <sups(f+g) < supy f+supyg

sup,(—f) = —inf4 f, infs(—f) = —supy, f.

(*) I;,j € N disgiunti, I := U} 1; é intervallo = I(I) = X I(1;).
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Somme (inferiori/superiori) di Riemann, integrale (inferiore/superiore)

Sia f:R =R, f(z) >0 Ve, I; partizione di R. Scriveremo

s(f; 1) == Z(i?f ) UI;) (somme inferiori)

J

S(f313) = 2_(sup f) U(7;)

j j
I(f) :=sup{s(f;1;): I; partizione di R} (integrale inferiore)
I(f) :=inf{S(f;1;) : I; partizione di R}

(somme superiori)

(integrale superiore)

DUE ESEMPI.

Sia 0 < f(z) <M Vz eR, f(z) =0se |z| > R. Allora I(f) < 2MR. Infatti,
se I :== (—o0, R), I, := [-R, R], I3 := (R, +00), allora S(f;1;) = sup;, f < 2MR.

Sia f = xq- E I(xq) = +00,I(xq) = 0. Infatti, é sup; xq = 1,infr xq =0 per
ogni intervallo I (che non sia un punto, che per6 ha lunghezza zero!).

I(f) < I(f)

s(f; ;) < S(f;Jdi) VIj, J; e quindi

Lemma 1
f > 0 si dice integrabile se

Definizione di integrabilita e di integrale.

I(f) < +o0 e I(f)=1I(f)
Diremo in tal caso che I(f) := I(f) = I(f) é I'integrale di f .

Diremo che f: R — R é (Riemann) integrabile se lo sono f* ed f~ e che
I(f)=I(f7) - I(f7)
é l'integrale di f. Scriveremo anche

L5 =7 s =10p)

Teorema 1 (I'integrazione é una operazione lineare ). L’insieme delle
funzioni integrabili, dotato delle operazioni usuali, é uno spazio vettoriale ed I é un

funzionale lineare:
f,g integrabili, a,b € R = af +bg é integrabilee I(af + bg)=al(f)+ bI(g)



Teorema 2 (positivitd dell’integrale)

(i) f, g integrabili, f < g = I(f) < I(9)

(ii) f integrabile = |f| integrabile e | g f| < [g |f|

() 0<g—f=0<I(g—f)=1I(g) - I(f). @) |f[=r"+f"=|fl¢
integrabile e | [ f| = | g [T = R [ < R fT+ RS = RISl

NOTA 1. L’integrabilita di |f| non comporta (sfortunatamente!) 'integrabilita
di f (ad esempio, f = X[0,11n(R\Q) — X[0,1nQ)-

ESEMPI

1. Se I é intervallo limitato, x; ¢é integrabile e [g x; = I(I). Sia I¢ = I, U Iy, I} N
I, =0, I3 := I. Usando la partizione Iy, I, I3, si trova S(xs; ;) = U(I) = s(x1; 1;)

2. Se I; sono intervalli limitati disgiunti, Xur_,1; ¢ integrabile per ogni n e
J Xur_,1; = 251 I(I;). Segue da Xur_,1; = X Xy; e dalla linearitd dell’integrale.

Domanda: Xuse,1; ¢ integrabile? Risposta: in generale no! Peré...

3. flz) = T ajxp-15)(x), a; > 0 (funzione costante a tratti: vale a; in
[ —1,7) e vale 0 in (—00,0)). Se Iy = (—00,0),I; = [j — 1,7),7 = 1,2,..., é
S(f;1;) = s(f;1;) = ¥;a;. Dunque f é integrabile se e solo se la serie }°; a; con-
verge e I(f) = 322, a;. Analogamente, se gli a; sono qualsiasi, f ¢ integrabile sse
> laj| < +oo.

4. f(z) =75 ajx(]%,%}(x), a; > 0. Come sopra si vede che I(f) = 372, j(;j—l)

e f é integrabile se e solo se tale serie converge.

Teorema 3 (di Riemann) . Sia f limitata, nulla fuori di un compatto e tale
che Dy:= insieme dei punti di discontinuitd di f sia finito. Allora f é integrabile.

Proposizione 1. f integrabile = fx; é integrabile.



Integrale esteso a un insieme

Sia f : R - R, A C R. Diremo che f é integrabile su A se fxa ¢é integrabile e

scriveremo
/ o= / fxa
A R

NOTA 2. Se f é solo definita in A, la intenderemo definita su tutto R con f =0
in A°.

Se f é integrabile in I e J C I, allora f é integrabile in J:

fxr integrabile = fx; = fxr xs € integrabile

La classe delle funzioni integrabili su un insieme A é uno spazio vettoriale e
I'operazione f — [, f é lineare e positiva.

Sia f integrabile, I = [a,b],a < b, J = (a,b), oppure J = [a, b) oppure J = (a, b].
E facile verificare che Lf=/7

Teorema 4 (additivitd dell’integrale). Sia f integrabile su A, B insiemi

disgiunti. Allora
Jow? = L5 )t
Infatti [, p f = Jgr fxave = Jr f(Xa+ XxB) = Jrfxa+ Jrfxe=Jsaf + [T

Proposizione 2 . Sia f integrabile, I un intervallo. Allora
[ 11 < sulf] i)
I I

Infatti sup, |f] (1) = S(|fxs; I, I9).

Teorema della media . Sia I un intervallo chiuso e limitato. Siano f, g continue
in I, g(x) >0 Vz e I. Allora

el [ 19=1© ]9
In particolare
el [ f=fEu

Dimostrazione. Ovviamente f e g, prolungate a zero fuori di I, sono integrabili, e
quindi sono integrabili su I. Per il teorema di Weierstrass, f é dotata di minimo e
di massimo su I, e si ha

(min f)g(z)x1(2) < f(2)g(x)x1(2) < (max f)g(z)xi(z) Vo eR
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Quindi, passando agli integrali ed usando la linearité,

minf/gé/fgsmaXf/g

I I I 1 I

Ora, possiamo supporre [; g > 0 (altrimenti non c’e niente da dimostrare ) e con-
[, f9
Ji9

cludere che € [min; f,max; f]. La tesi segue allora dal Teorema del valore

intermedio.

Basti poi osservare che, presa g =1, [; 9 = I(I)

Integrali orientati. Sia —o0 < a < b < +00, f una funzione integrabile.

Scriveremo anche ) )
[ 1= fxen [ 1==[t
a R b a

Le proprietd viste finora per I(f) si riscrivono in modo ovvio per gli integrali orien-
tati. Notiamo ad esempio che f < g,a > b= f;’f > [Py

Di fondamentale importanza é la seguente riformulazione della additivitd: se
f:R — R é integrabile e a, b, ¢ € [—00, +o¢] allora

[r+[ 1+ [ 5=0

Infatti, se due tra a, b, ¢ coincidono, tale relazione é vera per definizione. Altrimenti,
uno dei tre é strettamente compreso tra gli altri due. Diciamo, per fissare le idee,
che sia ¢ ad essere compreso tra a e b. Detto I(a,b) U'integrale (non orientato) di f
esteso all’intervallo di estremi a e b, e definiti in modo analogo I(b,c) e I(c,a), per
additivita si ha I(a,b) = I(b,c) + I(c,a). Dunque,

b c a b—a c—b a—c
L1+ 0+ [ = 1ehg=gs 10,05+ e a)g =g =
b—a c—b b—a a—c
=7 I

Ma, siccome ¢ é compreso tra a e b, se ¢ > b allora b < ¢ < a, mentre se ¢ < b deve
essere

: b—a c=b __ b—a a—c __
a < c<b. Inognicaso g=f + o= = = + =g = 0.



I1 Teorema Fondamentale del Calcolo-I.
Sia f limitata e integrabile in [a, b], zy € [a,b]. Sia
F(z) = / Y F(0)dt, @ € [a,b]
To

Allora

i) F' é continua in [a, b]

ii) se f é continua in = € (a, b) allora F' é derivabile in z e F'(x) = f(x)

Dimostrazione. Usando 'additivitd dell’integrale, si ottiene

Flo+h) = F@)+ f@h+ [ 170~ f(@)

Siccome | [“T"[f(t) — f(x)]dt| < 2|h|sup |f| = O(h), F é continua in z.

Se f é continua in z, allora | fmz“Lh[f(t)—f(x)]dt\ < |h| SUD {4 [t—z|<|h| lfit)—f(x)| =
o(|h|) e quindi F' é derivabile in = con F'(z) = f(z).

Si pud quindi scrivere

[ swar = @

in ogni punto x in cui f é continua.

NOTA 3. Se ¢ é di classe C' ed f é continua, allora

L st = Jotae @)

Corollario Sia f continua in [a,b]. Allora f é dotata di primitiva in (a, b).

Il Teorema Fondamentale del Calcolo-II .
Sia f continua in un intervallo aperto /. Sia P una primitiva di f in /. Allora

/abf:P|2 = [P(b) — P(a)] V [a,b] C I

Dimostrazione. Sia F(z) = [¥f. Da F' = P' in I, segue che F(z) — P(z) =
F(a) — P(a) = —P(a) Vx € I, e quindi [° f = F(): P(b) — P(a).



Potremo quindi scrivere, per una funzione f € C'([a, b)),
b df
Ldr = f|°

La formula di integrazione per parti .

Siano f,g € C'([a,b]). Allora

[ 19 =14l - [ g

Dimostrazione. [’ fg' + f'g = [*(fg)' = fal’.

La formula di cambiamento di variabile .
Sia ¢ € C'([e, 8]). Sia f continua in [a,b] := {¢(t) : t € [, B]}. Allora

i) ety dt = [5) f(z)da

Se di pit ¢'(t) > 0 Vit € [o, 8] e quindi a = ¢(a), b = () allora

i) fY f@)de = [70) Fle(t)e(t) dt

Dimostrazione. [ f(p(1))¢!(t)dt = [3(% J5%) f(@)dz)dt =[50 £12 =[50 .

Se di pit ¢'(t) > 0 Vt € [o,[], e qu1nd1 ¢ é invertibile in [a, ﬂ] posto
a = ¢(a), b= ¢(B), la formula i) si riscrive appunto come in ii).

APPENDICE.
Riportiamo qui le dimostrazioni, sopra omesse, di alcuni fatti.

Dimostrazione Lemma 1. Date I;, J; partizioni di R, [;; := I; N J;, I;; , da (*)
segue:

S(fil) = Sipt S 1) > 5 St £ (1) = X gt £1(8) = (1)
§ g J

J

S(f3 1) = d_sup fU(L;) < 2 ZSIIl.Pfl(Iz'j) = Slllpfl(fj) = S(f; 1)
J 1 J J J

ij  Tij



(raffinando la partizione le somme inferiori crescono, le somme superiori decrescono).

Avendo usato (*), lo andiamo qui a dimostrare. Chiaramente Y%'_, I(I;)
I(I) ¥n € N e quindi ¥22,1(I;) < I(I). Poi, sia [a,b] C I. Posto If
(inf I; — &, sup I;+ ), si ha: [a,b] C U2, I = 3N, tale che [a,b] C U, If =
b—a < 2e+ 32, (1), Ve>0=b—a<}; z( i), V[a,0] C I =11 )gz 5( i)

'|i IA

Dalle diseguaglianze sopra dimostrate, unite alla ovvia S(f; I;;) > s(f;I;;), ot-
teniamo s(f;I;) < S(f;J;). Data Parbitrarieta di I;, J;, deduciamo anche che

I(f) < I(f).

Dimostrazione Teorema 1. Consideriamo dapprima il caso di funzioni non neg-
ative e proviamo che:

tfy=tL(f) I(tf)=tI(f) Vt>0,Yf>0
(f+9) > I(f)+L(g), I(f+g) < I(f)+1(9), Vf,g >0 e quindi
f,g > 0 integrabili = I(f +g) = I(f) + I(g).

i) segue da: infr(tf) =t infr f , sup,(tf) =1 sup; f.
ii) Siano I;, J; partizionidi R, I;; :==I; N J;. E

I(f+g) > Zlnf f+9)l Zlnffl ij +Zlnfgl L;) > s(f;1;) + s(g; Ji)

Dalla arbitrarieta delle partizioni I; e J;, concludiamo che I(f + g) > I(f) + L(g).
La subadditivit4 di I segue in modo analogo.

NOTA. Notiamo esplicitamente che non é in generale vero che I(f+g) = I(f) +
I(g). Prendere ad esempio f = xq, 9= xr\q@: I(f+g)=+00,I(f)=1I(g9)=0.

Proviamo ora che f integrabile = af é integrabile e I(af) = aI(f) . Se a > 0
ci6 segue da (af)" = af*, (af)” =af” edai) I(af) = I((af)") — I((af)") =
af*)—1I(af~) = al(f7) —al(f7). Poi, I(=f) = I((—=f)") = I((=f)7) = 1(f7) -
I(f*) = —I(f). Dunque, se a <0, I(af) = I(=|alf) = —I(la|f) = —|alL(f)

Proviamo ora che f, g integrabili = f + ¢ é integrabile. In primo luogo,
(f+9 < fT+gt=I1((f+9") <I(f7) +1(97) < +o0

e, analogamente, I((f + ¢)~) < +ooc.



Resta da provare che I((f + ¢)") < I((f + g)*) ovvero che, fissato € > 0 esiste
una partizione I; tale che S((f + ¢)";1;) — s((f + ¢9)T;1;) < € ((e lo stesso per

(f+9)7).

Consideriamo una partizione I; tale che
S(h7 I]) - 8(h7 IJ) S €, h = f+7 f_:g+;g_

(Pesistenza di tale partizione é assicurata dall’ ipotesi di integrabilitd di f*, f~, g™, ¢97)
e cominciamo con 'osservare che

S((f+9)": 1) = > sup(f +9)" UL, s(F+9)% 1) = 3 inf(f+9))UT)

jENO Ij jENo J

ove No := {j € N : sup, (f +¢)" > 0}. Ora,

sup(f+¢g)t =sup(fT+g"—f —g) < 5111pf++8111pg+—i?ff’—i?fg’, Vi € Ny
j 7 J J

I; I;

inf(f+g)t >inf(ft+gt—f —¢g ) >inffT +infgt —supf —supg, VjEN
I I I I I; I;
Ne consegue che
S(f+9)5 L) —s((f+9)"5 1) <
> [(sup fT —inf fTsupgt —inf gt +sup f~inf f~ +supg™ —inf g )I(I;) <
jeNo L 1 I; 1 I 1 I I

ST L) =s(f551)+8(g"5 1) —s(g ™5 L)+S(f 75 L) —=s(f 75 L) +S (973 1) —s(g73 1) < de

Dunque (f + g)" é integrabile e tale riesce, allo stesso modo (f + g)~.
Infine, proviamo che I(f +¢) =I(f)+1I(g9). Da ff—f +¢g"—g =f+g=
(f+9)* = (f+g), segue

(f+9)"+f +g = +9) +f +g"
e quindi, da (ii):
H(f+N)+I(f)+ 1) =1((f+9)7) +I(fT)+1(g7)

cioé appunto I(f+g) = I((f+9)")—I((f+9)7) = I(fH)+I(g")-I(f")—1(97) =
I(f)+I(g)-

Dimostrazione Teorema 3. Siccome f*, f~ hanno le stesse proprietd di f, sup-
porremo f > 0.



Dall’ipotesi, esistono M, R > 0 ed un naturale p tali che 0 < f(z) < M, Vx €
R, f(z) = 0 per |z > R, D; C (—R,R) e p é il numero di punti in D;. B
I(f) < 2MR. Fissato poi € > 0, siano I;,j = 1,...,p, I; C (=R, R) intervalli
aperti tali che

Dal teorema di Heine-Cantor: esiste &, tale che

xayiujlja ‘x_y|§562>|f(x)_f(y)‘SE

Se I; C [-R,R|,j > p+ 2 sono di lunghezza minore di . e formano, insieme a
Ii,j=1,...,p, 141 == (=00, —R), I := (R, +00), una partizione di R, risulta

0< S(f:D) —a(fiL) < Yosup fIlI) + Y (sup f - inf £)I(;) <

7j=1 I; ji>p+2 I;

[\Dlm
l\DIm

D
<MY UL) + 15 X
j=1

]>p+2

Concludiamo quindi, per 'arbitrarietd di €, che T(f) = L(f).

Dimostrazione Proposizione 1. Basta provarlo per funzioni non negative. Sia I;
partizione di R. Siano J1 = I, I¢ = J2 U J3 con J2 N Jg = @,Ii]‘ = Ij N Jz Siccome
supy,; f= supy,. Ixu;, infr, f = infr, fXJi,supIij fxs, =0=infy, fx, se h #1i, si
riconosce che S(f IU) = S(fX[, Iij)+S(fX]c, Iz’j)a S(f; IZ]) = S(fX[, Iij)"'s(fXIC, IZ])
e quindi S(fxr, lij) — s(fxr, Lij) < ese S(f; ;) — s(f; ;) <e

ESEMPIO di I; intervalli aperti limitati e disgiunti con Xuge ,1; non integrabile.

Sial=ro>ri...>r...,1n =17 >0, 1, =2, Ji;:=[0,1].

Sia I ; l'intervallo aperto, centrato nel punto medio di J;; e di lunghezza
[(I11) = 1—2I; (intervallo centrale). Siano Jo 1, Joo gli intervalli ottenuti rimuoven-
do I, da Jy ;. Siano Iy 1, I 5 i corrispondenti intervalli centrali di lunghezza [ — 2.
Iterando, si costruiscono intervalli aperti I, ;, j = 1,...,2""" di lunghezza l,,_1 —2l,,.
Risulta >>>° ZQn 1( —2l,) = X% (rn—1 —m,) = 1 —r. Notiamo anche che
Paperto O := U2, U : I, ; é denso in [0, 1]. Da cié segue che le somme superiori
XU%,:IU?ZIl T valgono almeno 1, mentre ogni somma inferiore vale al pia 1 — r.

L’insieme [0, 1] \ O si chiama Cantor generalizzato (Cantor se r, = (3)").
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