AM2 2003-2004: T ESONERO

ESERCIZIO 1 Dire quali dei seguenti integrali esistono

dx » 1 ! / sin x
— (17) / — sin —dz (131) /
R2334—3:U2—|—1 0332 x / (1 +log? )

RISPOSTA (sbarrare la casella a destra dell’affermazione giusta):

(i) -esiste O -esiste, ma solo in senso improprio () -non esiste ()
(ii)) -esiste O -esiste, ma solo in senso improprio () -non esiste )
(iii) -esiste O -esiste, ma solo in senso improprio () -non esiste O)

ESERCIZIO 2 Indicare il raggio di convergenza r  di

' 00 " - 00 " X 4n!!

(7) nz::o 3 D) (i7) nz;; 7T cosm (144) 2 OB x
e determinare il comportamento della serie (iii) in z = r,z = —r.
RISPOSTA

i r= i) r = (i) r =

(iii)  converge in x =7 O non converge inz =r ()

(iii) converge in z = —r O non converge in z = —r ()

ESERCIZIO 3  Calcolare, effettuando il cambio di variabile  log®t = T,

/ log®t + logt3

ty/1 +log*t

RISPOSTA: f(z) =



ESERCIZIO 4
(i)  Determinare per quali « la serie n%::ﬂ z(sfii%

converge totalmente/uniformemente, in [0, +00).

(ii)  Provare che

(ii)  Provare che

P& | sin nx|
/27<+oo, seesolose a<0
0

Tema 1. Siano f, € C'(I), I intervallo aperto. Se f,(x) converge per un
xo € I e f] converge uniformemente ad una funzione g in I, allora f,, converge in

ad una f € C'(I) con f' = g.

Provare tale affermazione ed illustrare con dei controesempi il carattere essen-

ziale delle ipotesi.

Tema 2. Mostrare che se f é integrabile in [0, 4o00) allora é integrabile in
senso improprio in [0, +00).

Mostrare con un controesempio che il viceversa é falso, in generale.

Dimostrare la formula di Wallis

Problema .
7 ! 171
o 1
2 l(?n—l)!!] g1 tel
bl
Suggerimento: Utilizzare le formule S, := gsin2 ntdt = (27;;!1!)” 5y Sopg1 =

sin®" ¢ dt = (2%'1')", e le disequaglianze Sy, 1 > Son > Sont1

Ol



SOLUZIONI

SOLUZIONE ESERCIZIO 1
(i) -esiste O -esiste, ma solo in senso improprio O -non esiste X
perché il denominatore si annulla

(ii) -esiste O -esiste, ma solo in senso improprio () -non esiste x

1 1
Cambiando z in 1, si ottiene [;%2 sin+ dz = [t?sint(—) dt  che non ha

€

limite per e tendente a zero.

(iii) -esiste X -esiste, ma solo in senso improprio () -non esiste )
% sinx
-Of‘wZ (1+1og” z) |d — f zlog?ac < oo
SOLUZIONE ESERCIZIO 2 (a, indicherd il coefficente di z")
i) r =26 i) r=1 (iii) r = &
. 1 . . cee 2
In (i) e (ii) é lim, a# = g, 1 rispettivamente. In (iii), o = (Mi’g&)ﬂ T3y ~n =
e quindi r = %
(iii)  converge in x =71 O non converge in x =r X
(iii) converge in z = —r X non converge in x = —r ()
Usando le formule di Wallis e di Stirling: apr" = % =
1 1
(4n+1)mq 1 (4n))2 _ 1 p2ntge—2n _
= (nn+%:7n)z 16n (1+0(1) = 2r(dn+ 1]t Tz (1+0(1)) =
= [2n(4+ %)]%n_% (140(1)) e quindi la serie diverge in = = r. Segue

anche che a,7r™ decresce, e quindi la serie converge in x = —r, per Leibnitz.

SOLUZIONE ESERCIZIO 3

[\/1+1log*z — 14 3log(log’z + /1 +log"z)]

flz) =

[\g|,_.



SOLUZIONE ESERCIZIO 4

o0
: sinn®zx : :
(i) nz—:o Tz converge uniformemente in (0, +00) se e solo se a < —1.

La convergenza é totale in [, +00) Vd > 0 e per ogni «:

T3>0 sin n®x < 1
- z(1+n22%)" = §(1 + n?6?)
La convergenza é totale in (0, d] se o < —1: \%\ < pe|SRntT| < po

La convergenza non é uniforme (in (0, 0]) se o > —1:

N 4 apn—1
—-1<a<0 = SN(%) = Zlnanasti?l_gﬂN_Q) 2 Sml Zln —*N—s400 100
n—= n—=

: sinn®zx . o
(0% Z 0 = llmn |W I:nLﬁ = llmn n se ﬁ > max{a, ]_}
.. . . X |sinn®z| X |sinn®z|
(ii)  Dalla uniforme convergenza in [4, +00): [ X sammydr = X f A(na?) 42
1 n=0 o(1+ n=11 o(1+
& T’ X Ofo dt & T’dt X1
< X z(+nZz?) > 5 <2 JE =2 g3 <+
n=11 z( 1—|—n T n=1ln tH1+2) = n=1ln ¢ n=1 2n
Lo |sinn®z| x 1 |sinn®x|
(iii) Come sopra: f Z de = Zo ({ 2ty de-  Sitratta quindi
n—
di . oo _|sinn®x| : s.
i provare: f 2(imZe?) < T0o, see solo se «a < 0. E infatti:
L |sinn®z| |sinne—1y n T 1 X 1
T oy — a—
a<0 = 0f$1+nx2 dx = f ) dt ({IHQ <Zn engln < 400
1 1
ne a—1
sinn®x |sinn®z| a—1" sinn®~ 1t dt
0 S (67 :> f$(1+n2w2 dﬁE - f 1+TL2$2 d.T > n f na—lt 1+t2 -
0 0
nl—a
sin 1 dt sin 1 _ sin 1 >
> = arctann!'™® > e Zna_l = +00
nl—a 1 _|_t2 nl—a - in—a 4
0 n=

SOLUZIONE DEL PROBLEMA Da Smmt o> S o> 1 g

Sont1 — Sopy1 —

Son—1 __ 2n+1 Son  _ r(2n—=1)l112 P
Somy1 — 2n 7 Sont1 [ (2n)!! ] (2n+ 1) 2 segue

n 2
2l > [Co= (2n+1)% > 1 e quindi [<2"—1>”]2(2n+1)g = 1+0(2).

2n = (2n)!! 2n)!
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Formula di Taylor con resto integrale . Sia ¢ € C*°([0,1]). Allora, per ogni
naturale n, si ha

1 1
o(1) = @(0) + &' (0) + 5" (0) + ...+ —5 | (1= t)" " (t)dt
Teorema 2. Sia f, una successione di funzioni integrabili in un intervallo

limitato [a, b]. Se f, converge uniformemente ad f in [a, b], allora f é integrabile in
[a, 0]

. b b .
dm U= [ Jim £,

Principio di identitd  Siano f,¢ analitiche in (a,b). Allora
Iz € (a,0) : (o) = g™ () YneN = [f=gin(a,b)
Dall’analiticitd: 36 > 0: f = g in (xg — 0,70 + J), e quindi ' := sup{z <
b: f(t) = g(t) YVt € [zo,z]} > 2g+0 > zp. Ora, z < b = f =g in
[z0, 2] = f™(z) = ¢™(x) in [zo,b), Vn. Se fosse b’ < b, sarebbe allora, per

continuitd, f™(¥) = ¢ (¥) Vn e quindi f = ¢ in un intorno di ¥, contraddicendo
la natura di sup di b'.

Teorema 3.  Siano f, € C*(I), I intervallo aperto. Se f,(zo) converge per
un zo € I e f, converge uniformemente ad una funzione ¢ in I, allora f,, converge
in I ad una f € C'(I) con f' = g.

Sia f analitica in (—r, ). Provare che

f™0)=0 YneN= f(z) =0 Yz € (-r,r)

6
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Stabilire se f,(z) = n’f—f;, x € R, converge uniformemente/puntualmente in R.



