AM2 2003-2004: T ESONERO

ESERCIZIO 1 Dire quali dei seguenti integrali esistono

p 1
e (17) /—sm— dz (141) /7(:08? dz
R3x4—2$2+1 J wlog”x

RISPOSTA (sbarrare la casella a destra dell’affermazione giusta):

(i) -esiste O -esiste, ma solo in senso improprio () -non esiste ()
(ii) -esiste O -esiste, ma solo in senso improprio () -non esiste )
(iii) -esiste O -esiste, ma solo in senso improprio () -non esiste O)

ESERCIZIO 2 Indicare il raggio di convergenza r  di

. > " g > " = 2n!
Q nZ::o 3n(n+2) (i2) nZ::o 1+ cos?n (i2) “— (n!)? v
e determinare il comportamento della serie (iii) in z = r,z = —r.
RISPOSTA

i r= i) r = (i) r =

(iii) convergein z =71 O non converge inz =7 (O

(iii) converge in z = —r O non converge in x = —r ()
ESERCIZIO 3  Calcolare, effettuando il cambio di variabile log®t = T,

log”t —1 t
/°g - € (0,1

ty/1 4 log? t

RISPOSTA: f(z) =



ESERCIZIO 4

(i)  Determinare per quali « la serie P z(sllii%
converge totalmente/uniformemente, in [0, +00).
(ii)  Provare che
T |sinn®z|
153 s < 400, Va
/=6 z(1 + n22?)
(ii)  Provare che
1
X, |sinn®x|
/Zﬁ<+oo, seesolose a<0
s z(1 + n?z?)
Tema 1.  Sia f, una successione di funzioni continue in un intervallo limitato

[a,b]. Se f, converge uniformemente ad f in [a, b], allora f é integrabile in [a,b] e

. b b .
fi [ = [ b g

Provare tale affermazione ed illustrare con dei controesempi il carattere essen-
ziale delle ipotesi.

Tema 2. Sia ¢ € C*(]0, 1]). Provare che, per ogni naturale n, si ha
! 1 " 1 ! n,  (n+1)
P(1) = 6(0) +/(0) + 5(0) + .-+ [ (1= g
Problema . Siano f, g analitiche in (a,b). Provare che

Jz0 € (a,0) 1 f™(xg) = ¢™W(20) VneN = f=g in(a,b)

Suggerimento: Provare che ' :=sup{z <b: f(t)=g(t) Vt € [z, z]} > 0.



SOLUZIONI

SOLUZIONE ESERCIZIO 1

(i) -esiste x -esiste, ma solo in senso improprio () -non esiste O
perché il denominatore non si annulla mai, e 37527 = O(1752)-

(ii) -esiste X -esiste, ma solo in senso improprio () -non esiste ()
Infatti \ﬁsinﬂ < ﬁ e Jfy % < +o0.

(iii) -esiste X -esiste, ma solo in senso improprio () -non esiste ()
Infatti |wclgz;gz S wlo%gzz e fo% wlgng < Foo.

SOLUZIONE ESERCIZIO 2 (a, indicherd il coefficente di z™)

i) r=3 i) r=1 (iii) r = ;
1
In (i) e (ii) é lim, a7 = 3,1 rispettivamente. In (iii), s = ((27;111))22 —p 7 €
quindi r = i.
(iii) converge in z =7 O non converge in x =r X
(iii) converge in z = —r X non converge in z = —r ()
. .. | 2n+d _on
Usando la formula di Stirling:  a,r" = 78%5 = (§Z+% - e (o) =
(2)s  (1+0(1)) e quindi la serie diverge in z = .
Da ci6 segue anche che a,r" decresce, da cui la convergenza in x = —r, per Leibnitz.

SOLUZIONE ESERCIZIO 3

1
flz) = 5 [V1+logtz —1 —log(log’z + /1 +log* )]



SOLUZIONE ESERCIZIO 4

o0
: sinn®zx : :
(i) nZ:O w0inzayy  converge uniformemente in (0, +00) se e solo se a < —1.

La convergenza é totale in [0, +00) V6 > 0 e per ogni a:

> 5| sinn®x | 1

T

- (1 +n2z2)" — 6(1 + n26?)

La convergenza ¢ totale in (0,0] se a < —1:  |SRISE | < po|shniz| < po

z(14+n2z?)

La convergenza non é uniforme (in (0, 4]) se o > —1:

N N
_ 1y . a sinp*N~—! sin 1 o
1 S « S 0 = SN(N) S ngln n*N-1(1+nZN-2) 2 D) n:ln —?N—+o00 400
sinn®x — 15 «a
a>0 = lim, | 775000 |$:T+ﬁ = lim, n se [ >max{a,l1}
ss : : T X | sinn®z| X |sinn®z|
(ii)  Dalla uniforme convergenza in [d, +00): J Eo (2 0T = 21 f (2] 07
1 n= n=11
= 70 = Cf dt & ?dt X1
<Y [ =) 5 S X JE =2 53 <+
el B e e e B T n=12"
1 1
(iii) Come sopra: f § sinntel gy — § [lsiontel gz, Si tratta quindi
P x(1+n2z2) - =00 z(14+n2x2) 77" q
OO
di provare: f ‘Sllizz;ci < +oo, seesolose a<0. E infatti:
a<0 = f7|smn 2| dx f [sinn®~1t] gy < }L < Ipale %O: n* 1 < 400
x( t(1+t2) 0 1+t2 — 2 =
1 1
|sinn®z| " Isinn®a| a1 "7 sinne=lt_dt
0<a = f:c(1+n2 2y d > Of z(1+n2z2) dr > n g‘ no—1¢ 1442 =
-«
sinl " dt sin 1 s sin 1 e
> — 5 = ——-arctann > — e >.n = +00
nt—e / 1+¢ nt—o 2ni—@ 1

SOLUZIONE DEL PROBLEMA Dall’ipotesi segue che f e g hanno la
stessa serie di Taylor in xy e quindi coincidono in un intervallo centrato in x, e
quindi &' > . Se fosse b’ < b, e giacché per continuita f(n)(z¢) = gin)(z¢) Vn € N,
sarebbe, come sopra, f = ¢ in un intorno dstro di &', contraddicendo la natura di
sup di b'.



