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Esercizio 1.
Trovare, al variare del parametro reale a > 0, estremo
superiore ed inferiore del seguente insieme:

A:{x:3+nj_2, nEN\{O}}

E’ fondamentale osservare subito che bisogna distinguere
3 casti:

a€(0,2), a=2 a>2

dato che la frazione # cambia comportamento con «

che varia in questi tre insiemi.

Primo caso: a € (0,2) : 'esponente é negativo, quindi
n passa al numeratore. L’isieme pertanto non sara lim-
itato superiormente e il sup quindi sard +o0o. Dimostri-
amo che 'insieme ¢ illimitato:

VM>0,dx€eA: x> M

ovvero

VM >0dn e N:3+ > M &

na—2

2> M-3an>(M-3)7s.

L’estremo inferiore in questo caso é un minimo, infatti
4 appartiene all’insieme (si ottiene per n = 1) ed é un
minorante:

3412 >4 02> 1 vero Vn € N.



Secondo caso: a = 2 : l'insieme é costituito dal solo
punto 4, quindi massimo e minimo coincidono. Terzo
caso: a > 2. Adesso n rimane al denominatore, pertanto
il massimo si ottiene per n = 1, quindi max A= 4. Infatti
3+ # < 4. Infine I'inf di questo insieme, per a > 2, é
3. Proviamo che 3 é un minorante:

>3& >0

na—2 ne-—

3+

2

e che é il massimo dei minoranti:

Ve>0dz € A: 1 < 3+ec < 3+ <3t+eeni >

na—2

=K

Esercizio 2.
Dimostrare che il seguente insieme ha un solo punto
di accumulazione (trovarlo e provare che é di accumu-
lazione):

L+2 O nGN\{O}}.

I punti dell’insieme si ottengono sommando a 2 la quan-
o 142:(=1)n! : - Y

tita %, che in modulo diventa sempre pit piccola

e cambia segno a seconda che n sia pari o dispari. Per-

B:{a::2—|—
n

tanto i punti si accumulano vicino a 2, dimostriamolo:
Ve >0z € B:z € 1(2,¢), © #2

ovvero:

1+2-(=1)"1
2

1+2-(=1)""1

2+ 5

-2

<eg

<€<:>‘

n n

maggioriamo la quantita nel modulo con qualcosa di segno
costante, per liberarci del valore assoluto e svolgere la

2



disequazione:

‘1+2-(—1)"—1
2

3 3
<5 <ESN >4
n €

Provare inoltre che I’insieme contiene solo punti isolati.

n

Il generico punto z di B é isolato. Infatti, scegliendo r
minore della quantita

e (122 )
n? (n+2)2 }

n—1 n+1
- 1+2-(=1)" (2+ 14+2-(-1) )
otteniamo un intorno di x nel quale non cadono altri
puntidi B. Osserviamo che abbiamo considerato i ” vicini”
di destra e sinistra del generico punto z € B. Essi si ot-
tengono cambiando il parametro n con n—2 e n+2, visto
che i punti dell’insieme cadono alternativamente a destra

Y

e a sinistra di 2, a seconda che I'indice sia pari o dispari.
Quindi non avrebbe senso considerare, come d’abitudine,
gli indici n,n—1,n+1, bisogna andare di due in due!! Ml

Esercizio 3.
Dimostrare per induzione che

n—1 1)(2 1
S(hy1p =Y )6("+ ) VmenN
h=0

Per semplificare i conti osserviamo che, con il cambia-
mento di parametro h + 1 = k, otteniamo la scrittura
pid familiare:

n n(n+1)(2n+1)

kgl(k)? = ; Vn € N.
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Verifichiamo che Py é vera: >i_;(k)? = % (si

ottiene 1 = 1). Assumiamo per ipotesi la P, e proviamo
la PTH—I:

P :éi(k)Q = é(lcf—t— (n+1)? = (per ipotesi ind.)
n(n+1)(2n+ 1) s (n+1)2n*+Tn+6)
5 +(n+1)"= : =

_ (n+1)(n+2)(2n+3)

G :

M

Esercizio 4.
Trovare estremo superiore ed inferiore del seguente in-
sieme:
7T—2n

n

C’:{x: +5, nEN\{O}}.

Riscriviamo gli elementi come % + 3, quindi: per n =1
otteniamo che 10 ¢ il massimo, infatti % +3<10Vn>
1. Riguardo all’estremo inferiore, osserviamo che 3 é un
minorante, infatti:

7
E+3>3\V/’I”LEN\{0}.

Infine 3 é il massimo dei minoranti:

7 7
V6>OEIn€N\{O}:ﬁ—|—3<3+6(:>n>g.
m

Esercizio 5.
Dare la definizione di punto di accumulazione di un in-
sieme di numeri reali.



Dato A C R, z si dice di accumulazione per A se Ve > 0
3 I(z,¢) tale che in I cade almeno un punto di A diverso
da z.

Enunciare il principio di induzione.

Sia { P, }nen una famiglia di proposizioni. Se:

P, éverae P, = P,.1VneN

allora P, é vera per ogni n naturale.

Dare la definizione di: sezione di R, di elemento separa-
tore ed enunciare ’assioma di Dedekind.

Una sezione di R ¢é una coppia di insiemi A, B tali che
AUB=R,ANB=0,eVac A, be B,sihaa<b.
Un numero ¢ € R si dice elemento separatore per una
sezione (A,B) se a < ¢ < bVa € Ab € B. Infine
I’assioma di continuitd di Dedekind asserisce che in R
ogni sezione ammette un elemento separatore.



