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Esercizio 1.

(a) X è una statistica sufficiente, lo si può vedere fattorizzando la densità.
Per la completezza si può procedere con la definizione: facciamo vedere
che se E[z(X)] ≡ 0 ∀0 6 θ 6 1 ⇒ P(z(X) = 0) = 1 ∀0 6 θ 6 1.
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∑
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z(0) ≡ 0 ∀0 6 θ 6 1 ⇔ (essendo un polinomio in θ) tutti i suoi
coefficienti sono nulli ⇔ z(0) = 0 e z(−1) = z(1) ∀0 6 θ 6 1,
quindi X non è completa.

(b) |X| è una statistica sufficiente. Per la completezza procediamo come
sopra.
E[z(|X|)] = z(0)(1− θ) + z(1)θ = θ(z(1)− z(0)) + z(0) ≡ 0
∀0 6 θ 6 1 ⇔ (essendo un polinomio in θ) tutti i suoi coefficien-
ti sono nulli ⇔ z(0) = 0 e z(1) = 0 ∀0 6 θ 6 1, quindi |X| è
completa.

(c) Si calcola facilmente che Θ̂ = |X|.

(d) E(T = t(X)) = E(2 · 1{1}(x)) = 2 · θ

2
= θ. Quindi è uno stimatore

corretto.

(e) Si può riscrivere la densità come

f(x; θ) = elog(1−θ)e|x|(log θ
2
−log(1−θ))

1{−1,0,1}(x)

quindi appartiene alla famiglia esponenziale e per il teorema |X| è
statistica sufficiente minimale completa.

Esercizio 2.

(a) E(X) =

∫ θ

0

x
1

θ
dx =

θ

2
. Quindi lo stimatore del metodo dei momenti è

1



T1 =
2

n

n∑
i=1

Xi.

E(T1) = θ e MSE(T1) =
θ2

3n
.

(b) Si trova che T2 = X(n) = max
n
{X1, . . . , Xn}. Per poter calcolare me-

dia e errore quadratico medio abbiamo bisogno di conoscere la sua
distribuzione:

P(X(n) 6 x) = P(X1 6 x, . . . , Xn 6 x) = P(X1 6 x) . . . P(Xn 6 x) =

=

(∫ x
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θ
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)n

=
xn
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⇒ fX(n)
(x) =

n

θn
xn−1

1(0,θ)(x)

E(T2) =
nθ

n + 1
e MSE(T2) =

2θ2

(n + 1)(n + 2)
.

Esercizio 3. Siano X1, . . . , Xn i.i.d. estratti da una popolazione X con
funzione di densità fθ(x) = 1

θ2 xe−
x
θ con x > 0 e θ > 0.

(a) Si vede subito che la distribuzione appartiene alla famiglia esponenziale.

(b) Scrivendo la distribuzione congiunta di X1, . . . , Xn (che è anche la
verosimiglianza) si vede che questa appartiene alla famiglia esponen-

ziale e che quindi
n∑

i=1

Xi è una statistica sufficiente minimale completa.

(c) E(X) = 2θ ⇒ E(X) = 2θ quindi non è uno stimatore corretto, ma

lo si può correggere prendendo Θ̂ =
X

2
.

(d) MSE(Θ̂) =
θ2

2n
.

(e) Lo stimatore di massima verosimiglianza è proprio lo stimatore Θ̂ prece-
dentemente calcolato, quindi sappiamo già che è corretto; se calcoliamo

l’informazione attesa di Fisher vediamo che I(θ) =
2n

θ2
e che questo sti-

matore raggiunge il limite inferiore di C-R, risulta quindi essere un
UMVUE.
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